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1. Uvod

Cilem této prace je prehledné zpracovat elementarni teorii algebraickych struktur
s jednou operaci se zaméfenim na teorii grup a sestavit sbirku fesenych uloh, proto je prace

¢lenéna na teoretickou ¢ast a sbirku fesenych ptiklada.

Teoreticka ¢ast obsahuje celkem sedm kapitol: Algebraické struktury s jednou operaci,
Zakladni vlastnosti grup, Cyklické grupy, Rozklady podle podgrupy, Permutacni grupy,
Grupy symetrii a Homomorfismy grup. Pfi zpracovani teorie jsem Cerpala nejvice z Algebry

a teoretické aritmetiky I., II. dil. Jaroslava Blazka a z Algebry Ladislava Prochazky.

Sbirka ptikladid je ¢lenéna na devét kapitol. Prvnich sedm koresponduje s kapitolami
teoretické casti, osmou kapitolu piedstavuji kone¢né grupy, kterym jsem nechtéla v ramci
teorie vycleflovat samostatnou kapitolu. Prvni az osma kapitola je dale délena do dvou podka-
pitol, na Resené ptiklady a P¥iklady k procvi¢eni. Posledni, tj. devata kapitola, obsahuje vy-
sledky neteSenych piikladl. Pti zpracovani sbirky jsem vychéazela zejména z téchto zdroji:
Pavel Horak: Cviceni z algebry a teoretické aritmetiky; Vit Musil: Grupy — Sbirka ptiklada,

bakalaiska prace. Priklady, jejichz feSeni jsem pievzala, jsou oznaceny (*).



2. Teoreticka cast

2. 1. Algebraické struktury s jednou operaci

Definice 1. 1. Necht M # @, n € N. Zobrazeni F kartézské mocniny M " do mnoziny M se
nazyva n-arni operace (nebo téZ operace ¢etnosti n) Vv mnoziné M.

Je-li n-tice (ay, ay,..., a)) € M " libovolna, pak prvek b € M, ktery je obrazem (ay, ay,..., an)
V zobrazeni F, se nazyva vysledek operace F (aplikované na prvky az, ap,..., an, tzv. ope-
randy, v tomto pofadi) a zna¢i se b = F(ay, ay,..., an).

Poznamka:
1) Je-li F zobrazeni zM" do M, F # @, nazyva se parcialni (¢astecnou) operaci vV M.
(Operace v M se nékdy nazyva iplna.)

2) Necht @ # X S M. Rekneme, Ze mnozina X je uzaviena vzhledem k operaci F, pravé
kdyz pro libovolné prvky ay, ay,..., a, € X je F(ay, az,..., an) € X.

3) Pron=3... ternarni operace ... FF MXMXxM — M
Pron=2 ... bindrni operace ... F- M XM —- M
Pron =1 ... unarni operace ... F: M — M, tj. unarni operace je transformace mno-
ziny M
Pron =0 ... nularni operace ... F: M® —> M; M ° & {@}, tedy nularni operace nema
z4dné operandy a jejim vysledkem je prvek mnoziny M

Zapis:

V piipadé binarni operace se obvykle vysledek operace F aplikované na prvky a, b zapisuje
jako b = a;Fa, misto b = F(a;, a,). PiSeme tedy napiiklad b =a; *ay, b =a; o ap, b =a; A ay,
b=za;+a,b=a;-a,b=a;Aa b=a;Vva,b=a; X a, apod.

V dal§im, pokud nebude feceno jinak, budeme operaci rozumét binarni operaci.

Priklad:
= S¢itani, nasobeni v R jsou operace v R.
= QOdc¢itani v N, déleni v Q nejsou operace Vv téchto mnozinach.
» Prunik, sjednoceni, rozdil mnozin jsou operace v potenci P(M), M # @.
= Je-li predpis ,,0 definovany takto: (V X,y € Z) X 0 y = x —y?, pak ,,0* je operace v Z.

Je-li M kone¢na mnozina, lze operaci v M zadat tzv. Cayleyho tabulkou (tabulkou operace).
V tabulce jsou ve svislém i vodorovném zéhlavi zapsany ve stejném potadi prvky mnoziny M.
Do priseciku fadku odpovidajiciho prvku X € M a sloupce odpovidajiciho prvku y € M je za-
psan vysledek operace pro uspofadanou dvojici (X, y) € M 2,

Priklad:
Necht' M = {m, n, p, g}, ,,0* je operace v M definovana Cayleyho tabulkou:
| Z tabulky pak dostavame:
" mom=nom=pom=gom=nop=m
[ ] mop:moq:poq:qon:n
" pon=qop=Qqoq=p
" mon=noQg=pop=q.
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Zvyraznéna hlavni diagonala tabulky (= soubor poli, v nichZ se protinaji sloupce a fadky
oznacené stejnymi symboly).

Poznamka:

Z Cayleyho tabulky snadno pozname, zda se jedna o operaci: vSechna pole tabulky musi byt
obsazena, a to pouze prvky z dané mnoziny. Jsou-li néktera pole prazdna, jde o parcialni ope-
raci.

Definice 1. 2. Necht' M # @. Uspotadana dvojice (M, Q), kde Q je libovolna neprazdna mno-
zina operaci (i riznych Cetnosti) definovanych v M, se nazyva algebraicka struktura (stru¢néji
struktura). Mnozina M se nazyva nosi¢ algebraické struktury (M, Q).

Poznamka:
1) Pokud je ziejmé, jakou mnozinu operaci Q uvazujeme, muzeme zkracené strukturu
(M, Q) vyjadtit jako M.
2) (M, *)...obecny zapis algebraické struktury s jednou (binarni) operaci
(M, +)...aditivni zapis (pro a, b € M piseme a + b a mluvime o souctu prvka a, b)
(M, -)...multiplikativni zapis (symbol ,,-* se obvykle vynechava, tedy pro a, b € M pi-
Seme ab misto a - b a mluvime o soucinu prvka a, b)

Definice 1. 3. Struktura (M, *) se nazyva asociativni, pravé kdyz plati:
VX, Y, ZEM) (X*xy)*z=Xx*(y*2).

Definice 1. 4. Struktura (M, *) se nazyva komutativni, praveé kdyz plati:
(VX,YyEM) X*xy=y=xX,

Definice 1. 5. Struktura (M, *) se nazyva struktura s neutralnim prvkem, praveé kdyz plati:
FXeEM)(VYEM) xxy=yx*xXx=Y.

Prvek x se pak nazyva neutralni prvek struktury (M, *).

Poznamka:
1) V (M, *) se neutralni prvek obvykle znaci e, resp. n.
2) V (M, ) se neutralni prvek obvykle zna¢i symbolem 1 a nazyva se jednotkovy prvek,
v (M, +) symbolem 0 a nazyva se nulovy prvek.

Lemma 1. 1. Kazda struktura (M, *) ma nejvyse jeden neutralni prvek.
Diikaz:
- Jestlize (M, *) neni struktura s neutralnim prvkem, lemma plati.
- Predpokladejme, ze v (M, *) existuji dva neutralni prvky, napf. e;, €,. Pak pro kazdé
XE Mplatie; x X =X*e3 =Xasoucasn€ 2 *X =X *x € =X. Tedye; xe; =€, xe1 =€
a zaroven €, * €1 = €1 * €, = €4, takze e; = e,. O

Definice 1. 6. Prvek g € M se nazyva agresivni (anihilujici) prvek v (M, *), pravé kdyz plati:
(VXEM) x*g=g*X=0.

Poznamka:

V (M, -) se agresivni prvek zna¢i symbolem 0 a nazyva se nulovy prvek, tedy stejné jako neut-
ralni prvek v (M, +).



Definice 1. 7. Prvek a € M se nazyva idempotentni prvek ¢ili idempotent struktury (M, =),
pravé kdyz plati a = a = a. Struktura (M, *) se nazyva idempotentni, pravé kdyz kazdy jeji
prvek je idempotent.

Definice 1. 8. Struktura (M, *) se nazyva struktura s inverznimi prvky, pravé kdyz (M, *) je
struktura s neutralnim prvkem e a plati:
(VXEM)(IYEM) xxy=y=*xXx=e.

Prvek y se pak nazyva inverzni prvek k prvku x. Prvek x se nazyva invertibilni, pravé kdyz
k nému existuje aspon jeden inverzni prvek.

Zapis:

Je-li prvek y inverzni k prvku X v obecné zadané struktute (M, *), pak piSeme y = x.

V piipad¢ aditivniho zapisu (M, +) piSeme y = —X a prvek y nazyvame opacny prvek k x (pro
a, —b € M piSeme misto a + (—b) pouze a — b).

V piipadé multiplikativniho zapisu (M, -) pifeme y = X * (pro a, b™* € M piseme obvykle misto

ab také —).
b

Lemma 1. 2. Je-li (M, ) asociativni struktura s inverznimi prvky, pak v (M, *) existuje ke
kazdému prvku prave jeden prvek inverzni.

Diikaz:

Piedpokladejme, Ze k libovolnému prvku x € M existuji dva inverzni prvky, napft. yi, Y. Pak
plati rovnost X * y; =y * X = € a zarovenl X x Y, = Yo x X = €. Tedy (Y1 *X) * Yo = €%y, = Y

ataké (y1 * X) * Yo =y1 * (X * yo) = y; * € = y;. Odtud dostavame y; = y,. O

Definice 1. 9. Struktura (M, *) se nazyva struktura s kracenim, pravé kdyz plati:
(VX,V,ZEM) X*Z=y*Z=>XZYAZ*X=Zxy =XV,

Pak tikame, Ze v (M, *) Ize kratit prvkem z.
Definice 1. 10.

1) Struktura (M, *) se nazyva struktura s délenim, prave kdyz plati:
(VX,YEM)(FZ,Z€EM) X*xZ=yAZ'*X=VY.

Pak tikame, Ze struktura (M, *) ma vlastnost fesitelnosti zékladnich rovnic.

2) Struktura (M, *) se nazyva struktura s jednozna¢nym délenim, praveé kdyz plati:
VX, yEM)(3!'z,ZEM) X*x2=yAZ xX=Y.

Lemma 1. 3. Je-li (M, x) asociativni struktura sinverznimi prvky, pak je strukturou
S kracenim.
Dtikaz:
- Jsou-li x,y, z € M libovoln¢ takové prvky, ze X * Z # y * z, lemma plati.
- Necht X, y, z € M libovolné takové, Zze X * z = y x Z. Protoze Z € M, tak existuje in-
verzni prvek z € M a plati (X * z) * z = (y * z) * z. Diky asociativnosti dostavame
X*(z*xzZ)=y*(z*7z),takzexxe=yxe atedyx=y.

- Prozxx=1z=xyanalogicky. O



Lemma 1. 4. Jeli (M, *) struktura s kracenim a s d¢lenim, pak je téZ s jednozna¢nym délenim.
Dukaz:
Necht’ X, y € M libovolné. Pak existuji prvky z, z’€ M tak, ze X * Z =y a soucasné z'* X = .
- Predpokladejme, ze existuji z;, z, € M takové, Ze X * z; =y a zaroven X * z; = Y. Pak
X * 71 = X * Zp, atedy z; = z».

- Proz’+x=yanalogicky. O

Lemma 1. 5. Je-li (M, *) asociativni struktura s inverznimi prvky, pak je strukturou
S jednozna¢nym délenim.

Dikaz:

(M, *) je asociativni struktura s inverznimi prvky, proto je podle lemmatu 1. 3. s kracenim,
a tedy podle lemmatu 1. 4. sta¢i dokazat, Ze je strukturou s délenim.

- Necht X, y € M libovolné a piedpokladejme, Ze existuje z € M tak, Zze X * z = y. Pro-
toze X € M, tak existuje inverzni prvek x € M a plati x * (X * z) = x * y. Dale diky
asociativnosti mizeme psat (x xX) xZz=x xy,tedyexz=x xy,odkud z=x xy € M.
Plati, Ze X * z =X * (x *y) = (X * X) * y = e * y = y. Tedy lemma plati.

- Proz'xx=yanalogicky. O

Je-li M kone¢na mnozina a operace ,,*“ zadana Cayleyho tabulkou, pak z tabulky pozname, ze
struktura (M, *) je
= komutativni, pravé kdyz je tabulka soumérna podle hlavni diagonaly;
» sneutralnim prvkem e, pravé kdyz v tabulce existuje sloupec stejny jako svislé zahlavi
a radek stejny jako vodorovné zahlavi a sloupec i fadek jsou oznaceny symbolem e;
* sinverznimi prvky, pravé kdyZ tabulka obsahuje skupinu poli takovou, Ze
» V kazdém tadku a v kazdém sloupci tabulky je aspon jedno pole z této skupiny
» kazdé pole je oznaceno symbolem pro neutralni prvek
» pole jsou soumérna podle hlavni diagonaly;
= s kracenim, pravé kdyz se v kazdém tadku a v kazdém sloupci tabulky kazdy prvek
z M vyskytuje nejvyse jednou,
= s délenim (jednoznaénym délenim), praveé kdyz se v kazdém fadku a v kazdém sloupci
tabulky kazdy prvek z M vyskytuje aspon jednou (pravé jednou).

Poznamka:

Asociativnost struktury (M, *) z tabulky nepozname. V pfipadé, ze mnozina M ma n prvk,
musime ovéFit n° defini¢nich vztahii (X * y) * z = X * (y * 2) pro kazdé x, y, z € M. Je-1i vSak
(M, *) struktura s neutralnim, resp. agresivnim prvkem, pak uspotadana trojice (X, Y, ), V niz
je alespont jedna ze slozek neutralni, resp. agresivni prvek, spliiuje asociativnost operace ,,**.

Priklad:
Ur¢ime vlastnosti struktury (M, ), kde M = {a, b, c, d}, operace ,,x* je zadana Cayleyho
tabulkou:

* ‘ abcd = M je uzaviend vzhledem k ,,**.

alabecd = (M, %) je komutativni, s neutralnim prvkem a, S inverznimi prvky:
bl/bcda a=ab=dc=cd=h.

cfcdab = (M, %) je s kracenim a s (jednoznaénym) délenim.

d{dabc

Definice 1. 11. Necht M # @. Je-1i ,,x* operace v M, pak struktura (M, *) se nazyva grupoid.



Poznamka:

Je-li (M, ) grupoid a na mnozin¢ M definujeme operaci ,,0“ pfedpisem a o b = b * a pro
vSechna a, b € M, ziskame grupoid (M, o), ktery se nazyva opacny grupoid ke grupoidu
(M, %) a zna&i se (M %, x). Tyto grupoidy jsou totozné, pravé kdyz grupoid (M, *) je komuta-
tivni.

Definice 1. 12. Struktura (M, *) se nazyva asociativni grupoid neboli pologrupa, pravé kdyz
(M, %) je asociativni struktura. Je-li navic komutativni nebo s neutralnim prvkem ¢i
s kracenim atd., hovotfime o komutativni pologrupé nebo o pologrupé s neutralnim prvkem ¢i
s kracenim atd. Pologrupa s neutralnim prvkem se nazyva monoid.

Lemma 1. 6. Necht' (M, *) je komutativni pologrupa. Pak libovolné vyrazy v (M, *), které se
li$1 pouze uzavorkovanim nebo potradim ¢initelt, jsou si rovny.

Poznamka:
Diky lemmatu 1. 6. mizeme vV komutativni pologrupé psat:

{[@xb)*x(c+xb)]*(@axc)}*[(bxb)x(c+xa)]=a*xaxaxbxbxbxb*xcxcxc.

§1
= Je-li (M, *) pologrupa, a € M libovolny prvek, n € Z*, pak definujeme prvek a*" € M
formuli:
a*" = a * a *...x a (n-krat) a nazyvame jej zobecnénd mocnina.
V piipadé multiplikativniho a aditivniho zapisu mame:
a"=a-a-...- a, jedna se o mocninu,
nxXa=a+a+...+a, mluvime o pfirozeném nasobku.

= Ze zpusobu zavedeni zobecnéné mocniny plynou tyto vztahy:
(VvaeM) a*'=a,
(VvaeM)(VvnezZ) a*"*V=a*"xa,
V piipadé multiplikativniho a aditivniho zapisu dostavame:
at=aa""'=a"-q
lxa=a (n+1l)xa=(nxa)+a.

= Je-lim, n € Z", pak ziejmé (V a € M) a*™ x a*" = g*M* M = g*" 4 g*™
V ptipad€ multiplikativniho a aditivniho zapisu piSeme:
aman - am +n — anam’
(mxa)+(hxa=(m+n)xa=(nxa)+(mxa).

= Je-li (M, *¥) monoid s neutralnim prvkem e, pak definujeme a*? tak, ze
a*’=e VaeM.
Je-li (M, -) monoid s jednotkovym prvkem, pak a° = 1; pro monoid (M, +) s nulovym
prvkem piseme 0 X a = 0.

Definice 1. 13. Grupoid, ktery je souCasné s kracenim i s délenim, se nazyva Kvazigrupa.
Kvazigrupa s neutralnim prvkem se nazyva lupa.

Definice 1. 14. Struktura (M, *) se nazyva grupa, pravé kdyz je asociativni, s neutralnim prv-
kem a s inverznimi prvky. Je-li (M, *) navic komutativni, nazyva se komutativni (nebo téz
Abelova, abelovska) grupa.



Poznamka:
1) Tedy grupa je monoid, jehoz kazdy prvek je invertibilni.
2) Nékdy se grupa definuje jako asociativni kvazigrupa (tj. pologrupa s kracenim
a s délenim).
3) Jestlize (M, *) je grupa, potom i opaény grupoid (M °°, ) je grupa.

Priklad:
» (N, +)...komutativni monoid s kracenim, (Z, +)...abelovska grupa
» (N,°), (Z, )... komutativni monoid
= Necht M=Q, R, K
(M, +)...abelovska grupa
(M, -)...komutativni monoid
(M — {0}, -)...abelovska grupa (M — {0} se také zna¢i M ")

= UvaZujme mnozinu zbytkovych tfid modulo m, tj. mnozinu:
Zn={0,1,2,....,m— 2, m— 1}, kde
i={Xx€Z x=mk+i,0<i<mk€e€Z meZ m>1}.
V mnoziné Zy, 1ze definovat operace ,,®“, ,,0

1) Piedpisem, a to dvéma riznymi zpusoby:
a) (VXx,YEZy) x@y=zjelix+ty<m,pakz=x+y
je-lix+y>m,pakz=x+y-m
x Oy =1z je-lixy <m, pak z = xy
je-lixy>m,pakz=xy—mq,q € Z

b) (Vx,YyE€EZy) X®Yy=x+y, XOYy=Xy.
D4 se dokazat, Ze takto zavedené operace nezavisi na volbé reprezen-
tantt (viz piiklad 1. 1. 13 a)).

Poznamka:
Operace s€itani a ndsobeni v Z jsou asociativni a komutativni, proto také
operace ,,®“, ,,0“ v Zn, jsou asociativni a komutativni (viz ptiklad 1. 1. 13 b)).

2) Tabulkou:

®' 0123 %5 012 3 405
5012345 000000
11123350 012345
21233501 024023
31371307132 030303
175071373 042042
5/5012 3 2 054321

> (Zs, ®)...abelovska grupa (s neutralnim prvkem 0)

> (Zs, ®)...komutativni monoid (s neutralnim prvkem 1)

» (YmeZ)ym>1je (Zn, @) abelovska grupa a (Zm, ®) komutativni monoid.



Pozndamka:
(Zs — {0}, ®) = (Zs , ©®)...neni algebraicka struktura
(Zy , ®), kde p je prvocislo...abelovska grupa

Definice 1. 15. Necht’ (G, *), (H, o) jsou struktury. Pak (H, o) se nazyva podstruktura struk-
tury (G, *), pravé kdyz plati:

1) HCS G,

2) operace ,,0“ je restrikci operace ,,*“ na mnozinu H (tj. (V X,y € H) xoy=x%Y).

Poznamka:
1) Restrikei i puvodni operaci miizeme znacit stejnym symbolem.
2) Jestlize n&jaka vlastnost struktury plati i pro jeji podstrukturu, pak fikame, Ze je to dé-
di¢nd vlastnost (napt. komutativnost, asociativnost).
3) Jestlize (G, *) ¢i (H, o) je grupa nebo pologrupa, hovotime o podgrupé grupy ¢i polo-
grupy nebo o podpologrupé grupy ¢i pologrupy.

Definice 1. 16. Necht’ (G, ), (H, o) jsou struktury. Zobrazeni F mnoziny G do mnoziny H se
nazyva homomorfni zobrazeni (homomorfismus), pravé kdyz plati:
(Vx,y €G) F(x*y) =F(x) o F(y) (tzv. podminka homomorfismu).

Je-li F homomorfismus struktury (G, *) na strukturu (H, o), pak se struktura (H, o) nazyva
homomorfni obraz struktury (G, *).

Je-li F navic bijekce, pak fikame, Ze F je izomorfni zobrazeni (izomorfismus) a struktura
(H, o) se nazyva izomorfni obraz struktury (G, *).

Poznamka:
1) Slozenim dvou homomorfismi je opét homomorfismus.
2) Je-li F izomorfismus struktury (G, *) na strukturu (H, o), pak F* je izomorfismus
(H, o) na (G, *). Rikame, Ze struktury (G, ), (H, o) jsou navzajem izomorfni a piseme
(G, *) = (H, o).

Definice 1. 17. Necht (G, *), (H, o) jsou struktury. Rekneme, Ze strukturu (H, o) lze izo-
morfné vnofit do struktury (G, *), pravé kdyz existuje podstruktura (G’, *) struktury (G, *)
tak, ze (H, o) = (G', *).
Piseme: (H, 0) < (G, *).

Véta 1. 7. Necht' (H, o) je homomorfni obraz struktury (G, *) pti homomorfismu F. Pak plati:

1) Je-li (G, *) asociativni struktura, je i (H, o) asociativni struktura.

2) Je-li (G, *) komutativni struktura, je i (H, o) komutativni struktura.

3) Je-li (G, *) struktura s neutralnim prvkem eg, je i (H, o) struktura s neutralnim prvkem
ey a plati rovnost ey = F(eg).

4) Jsou-li (G, *), (H, o) struktury s neutralnim prvkem a jsou-li prvky p, p navzajem in-
verzni v (G, *), pak prvky F(p), F(p) jsou inverznimi prvky v (H, o) a plati:

F(p) = F(p).
Dikaz:

1) Necht X, y, z € H libovolné. Pak existuji prvky xi, yi1, z1 € G takové, ze F(x1) = X,
F(y1) =y, F(z1) =z Tedy (x o y) o z = (F(x1) © F(y1)) o F(z1) = F(X1 * y1) o F(z1) =
= F((xa * y1) * 22) = F(xa * (Y1 * 21)) = F(x2) o F(y1 * 1) = F(x) o (F(y1) o F(z1)) =
=xo (yoz).




2) Necht X, y € H libovolné. Potom existuji prvky X1, y1 € G tak, ze F(X1) = X, F(y1) =Y.
Tedy x oy = F(x1) o F(y1) = F(x1 * y1) = F(y1 * X1) = F(y1) o F(x1) =y o x.

3) Necht eg € G je neutralni prvek struktury (G, *). Pak existuje F(eg) = ey € H. Musime
dokazat, ze ey je neutralni prvek struktury (H, o). Je-li x € H libovolné, existuje
X1 € G tak, ze F(x;) = X. Potom x o ey = F(x1) o F(eg) = F(X1 * eg) = F(x1) = X
a soucasné ey o X = F(eg) o F(x1) = F(eg * X1) = F(X1) = X.
Tedy ey = F(ec) je neutralni prvek struktury (H, o).

4) Necht prvky p, p € G jsou navzajem inverzni v (G, *). Pak existuji F(p), F(p) € H;
F(p) © F(p) = F(p * p) = F(ec) = en a zaroveni F(p) o F(p) = F(p * p) = F(ec) = en.
Tedy F(p) =F(p). O

Diisledek véty 1. 7. Necht’ (G, *) je (abelovskd) grupa. Pak jeji homomorfni, resp. izomorfni
obraz je také (abelovskd) grupa.

Poznamka.
1) Navzajem izomorfni struktury se, z algebraického hlediska, li§i pouze oznacenim
prvkd, resp. operaci. Proto fikdme, Ze jsou az na izomorfismus totozné.
2) Injektivni homomorfismus se nazyva monomorfismus, surjektivni homomorfismus se
nazyva epimorfismus.
3) Homomorfismus struktury do sebe se nazyva endomorfismus, izomorfismus struktury
na sebe se nazyva automorfismus.

Priklad:
UvaZujme zobrazeni F definované piedpisem:
1) F: (R, ) — (R, +)
(V x € R") F(x) = log x
2) F:(Z,+) > (Z,+)
(VXEZ) F(x)=2x-2
Ovétime, zda se jedna o homomorfismus, pfip. izomorfismus:

ad 1)
= F je bijekce
= (VX YER") F(x-y)=log (x-y)=logx+logy = F(x) + F(y)

Tedy F je izomorfismus, tj. (R*, -) = (R, +).
ad 2)

» (VX,YEZ) Fx+y)=2(x+y)—2=2x+2y-2
FX)+F(y)=2x—-2+2y—-2=2x+2y—-4

Tedy F(x +y) # F(X) + F(y), tj. F neni homomorfismus.
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2. 2. Zakladni vlastnosti grup

V dalsim, pokud nebude feceno jinak, budeme uzivat multiplikativni zapis grup, tj. budeme
uvazovat grupy (G, -) sjednotkovym prvkem 1, inverzni prvek k prvku x grupy G budeme
znacit X .

Véta 2. 1. Necht' (G, ) je grupa. Pak plati:

1) (G, ) je struktura s kracenim.

2) (G, ) je struktura s jednozna¢nym délenim.

3) (Vx€eG) (xHt=x

4) (VX y€EG) (xy)t=yx™

5) Jsou-li X,y € G takové, Ze Xy =y nebo yx =y, je X jednotkovy prvek v (G, -).
Diukaz:

1), 2) Plyne ihned z lemmat 1. 3., 1. 5.

3) Necht x € G je libovolny prvek. Pak existuje prvek X - € G tak, ze XX * = X 'x = 1, tedy
X x = xx ! =1. To oviem znamena, 7e (X *) '= X.

4) Ma-li byt yx* inverzni prvek k prvku xy, soudiny (xy)(y x5, (y X )(xy) musi byt
rovny jednotkovému prvku 1 v (G, +). Odvodime postupn& (xy)(y x %) = x(yy )x* =
= (x1)x = xx =1 a zaroveri (y X )(xy) = y (X X)y =y *(1ly) = y'y = 1. Tedy mame
(xy) "=y

5) Predpokladejme, ze X, y € G jsou libovolné prvky a plati napt. xy = y. Pak x = x1 =
=x(yy ) = (xy)y t = yy * = 1, takze X je jednotkovy prvek grupy G. O

Véta 2. 2. Necht (G, -) je asociativni struktura. Pak (G, ) je grupa, pravé kdyz G je struktura
s délenim, tj. kdyz plati:
(VX,YEG)(FZ,2€G) xZ=yAZ'X=Y.
Dukaz:
= Je-li (G, -) grupa, je dokonce strukturou s jednoznaénym délenim (podle véty 2. 1. 2)).

,»&"“: Necht’ (G, -) je asociativni struktura s délenim.

- Protoze G # @, existuje a € G a z podminky déleni plyne existence prvku e € G tak,
ze ea = a. Dokazeme, ze e je jednotkovym prvkem v G. Necht’ tedy b € G a necht’
y € G tak, ze ay = b. Pak (ea)y = ay, dale diky asociativnosti mtizeme psat e(ay) = ay
a podle zavedeni y dostavame eb = b. Ozna¢me e’ takovy prvek z G, pro néjz ae” = a
(ve struktuie s délenim musi existovat); analogicky piredchozimu ukazeme, ze be” = b.
Pak plati ee” = e a soucasn¢ ee” = e’ (nebot’ pro kazdé b € G je be” = b a také eb = b),
tudiz e = e’. Tedy (G, -) je struktura s jednotkovym prvkem.

- Necht X € G je libovolny prvek. Pak existuji prvky yi, y2 € G tak, ze Xy1 = e ay,x =€
(tj. inverzni prvky k X). Odtud diky asociativnosti dostavame (y.X)y1 = €y1 = y; a také
y2(Xy1) = y2€ = Y2, proto y1 = y».

Tedy (G, *) je grupa. O

Véta 2. 3. Jedinym idempotentnim prvkem grupy (G, -) je jeji jednotkovy prvek 1.

Dukaz:

Plyne ihned z véty 2. 1. 5). O
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Definice 2. 1. Struktura (H, °) se nazyva podgrupa grupy (G, ), pravé kdyz plati:
1) HE G,
2) operace ,,°>“ je restrikci operace ,,-* na mnozinu H,
3) (H, °) je grupa.

Poznamka:
1) Kazda grupa (G, -) obsahuje dv¢ tzv. trivialni ¢i nevlastni podgrupy:
(G, +); {1}, -) — jednotkova podgrupa.
2) Kazda podgrupa H grupy G takova, ze H # G, H # {1}, se nazyva netrivialni ¢i
vlastni podgrupa grupy G.
3) Jednotkovy prvek grupy (G, *) je zaroven jednotkovym prvkem vSech jejich podgrup.

Priklad:
= Struktury (Z, +), (Q, +) jsou podgrupami grupy (K, +).
= Struktura (S, +), kde S = {x € Z; x = 2k, k € Z} je podgrupou grupy (Z, +).

Véta 2. 4. Necht (G, ) je grupa, H € G. Pak (H, ) je podgrupou grupy (G, ), pravé kdyz
plati:
1) H=+ 09,
2) (Vx,y€EH) xy*eH.
Diukaz:
=" Pfedpokladejme, ze (H, -) je podgrupa grupy (G, -). Pak (H, -) je grupa, atedy H = @
(1 € H). Jsou-li x, y libovolné prvky z H, je také y* € H, a tedy xy * € H.

,»&": Pfedpokladejme, ze H € G a zaroven plati podminky 1) a 2).

- Protoze H # @, existuje x € H a podle 2) je xx ' =1 € H.

- Je-li x € H libovolny prvek, pak opét podle 2) dostavame 1x * = x ' € H.

- Pifedpokladejme, Ze (H, -) neni asociativni. Pak existuji X, y, z € H tak, ze (xy)z # x(yz)
a soucasné¢ H € G, tedy existuji X, Y, Z € G tak, ze (xy)z # X(yz). To je ovSem spor
s tim, Ze (G, *) je grupa, tj. (H, *) je asociativni.
Tedy (H, -) je asociativni struktura s jednotkovym prvkem a s inverznimi prvky, takze
grupa.

- Jsou-li x, y € H libovolné, pak y* € H, a tedy také x(y )" = xy € H, takze operace
Vv (H, -) je restrikci operace v (G, ).

Tedy (H, ) je podgrupou grupy (G, -). O

Je-li (G, ) konec¢na struktura (tj. mnozina G je konecna) a jeji operace ,,-* je zadana Cayleyho
tabulkou, pak (G, -) je grupa, prave kdyz
» vkazdém tadku a v kazdém sloupci tabulky se kazdy prvek mnoziny G vyskytuje
prave jednou,
= (G, ) je asociativni.

Necht (G, -) je konecna grupa. Zda je (H, -) podgrupou grupy G pozname z Cayleyho tabulky
tak, ze ovéfime, zda pole, ve kterych se protinaji fadky a sloupce tabulky oznafené prvky
Z mnoziny H, tvoii tabulku grupy.

Pozndmka.

Systém vSech podgrup dané grupy tvoii s relaci ,,&* usporadanou mnozinu, miizeme jej proto
znazornit Hasseovym diagramem.
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§2
Necht (G, -) je grupa, g € G libovolny prvek, n € Z. Pak definujeme celistvou mocninu g":
» je-lin=0, pak g" definujeme podle § 1,
» je-lin<0,pak —n € Z* aklademe g" = (g%) " ve smyslu § 1.
» (VgeG)(Vm,neZ) g'g"=g""",
(gm)n - gmn,
@ '=g"=@""
= Je-li grupa (G, ) komutativni, pak plati:
(Vg,heG) (VneZ (gh)'=g'h"

Definice 2. 2. Je-li (G, -) kone¢na grupa, nazyva se pocet prvki mnoziny G fad grupy (G, )
a znaci se symbolem |G|. Je-li mnozina G, a tedy i grupa (G, -), nekone¢na, pak fikame, ze
grupa (G, ) ma nekoneény tad, resp. je nekone¢ného fadu.

Definice 2. 3. Necht' (G, *) je grupa a g jeji libovolny prvek. Existuje-li nejmensi kladné celé
¢islo n tak, ze 9" = 1, pak ¥ikdme, Ze n je tad prvku g, resp. Ze prvek g je fadu n v grupé (G, -).
Piseme: n = 0o(g), resp. n =|g|.

Jestlize takové Cislo n neexistuje, pak fikame, Ze prvek g je nekone¢ného tadu.

Véta 2. 5. Necht’ g je libovolny prvek grupy (G, -). Je-li o(g) = n, pak pro kazdé k € Z je

g“= 1, pravé kdyz n | k.

Dukaz:

,=*: Pfedpokladejme, ze 0(g) = n a g“ = 1, kde k € Z libovolné. Tedy n € Z* je nejmen3i ta-
kové, ze " =1, a podle véty o déleni se zbytkem v Z existuji ¢isla q, r € Z tak, Ze
k=ng+r, 0<r<n. Potomg<=g™*" =g"" =(g"%" =1% =g =1 tedy r =0
(vzhledem k volbé ¢isla n). To znamena, Ze k = ng, neboli n | k.

<" Pfedpokladejme, ze 0(g) =nan |k, k € Z libovolné. Tedy g"=1ak = ng, q € Z. Pak

g‘=g"=(¢")'=1"=1.0

Poznamka:
Pro aditivni grupu (G, +): n je fad prvku g, pravé kdyz n x g = 0.

Véta 2. 6. Necht' (G, ) je grupa a S = {Hi}ie| libovolny (i nekone¢ny) neprazdny systém je-
jich podgrup. Pak prunik N;¢; Hi vSech podgrup systému S je rovnéz podgrupa grupy G.
Dukaz:
Necht' je dana grupa (G, -) a libovolny neprazdny systém jejich podgrup S = {Hi}ie.
Oznac¢me P prinik vSech Hj ze systému S, tj. P = N;¢; Hi, P € G. Ukazeme, ze P je podgrupa
grupy G tak, ze ovéfime z véty 2. 4. podminky 1), 2).

1) P # @ (kazda z podgrup H; obsahuje jednotkovy prvek 1 grupy G, tedy 1 € P).

2) Necht x, y € P jsou libovolné prvky. Pak x, y € H; pro viechna i € I, a tedy xy * € H;

pro viechna i € I. To viak znamena, e Xy * € P.

Tedy P = N;¢; Hi je podgrupa grupy (G, +). O

Definice 2. 4. Necht' (G, ) je grupa, X libovolna podmnozina v G. Prunik vSech podgrup
grupy G, které obsahuji mnozinu X, je podgrupa v G, ktera se nazyva podgrupa generovana
mnozinou X a znadi se [X], resp. (X). Mnozina X se nazyva systém generatoru grupy [X] a jeji
prvky generatory této grupy.

Grupa G se nazyva konecné¢ generovana, jestlize existuje kone¢nd mnozina X, kterd generuje
grupu G, tj. [X] = G.
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Poznamka:
1) Teprve véta 2. 6. dava definici 2. 4. smysl, nebot’ pro libovolnou mnozinu X € G je
systém vsech podgrup grupy G obsahujicich X neprazdny (jisté do n¢ho patii grupa
G), a tedy, podle zminéné véty, jejich prinik je skutecné podgrupa grupy G.

2) [X] je nejmensi (ve smyslu mnozinové inkluze ,,=°) podgrupa grupy G, ktera obsahuje
mnozinu X, tj. pro libovolnou podgrupu H grupy G plati:
je-li X € H, pak [X] € H.

3) Grupa mize mit rizné systémy generatord. Je-li (G, -) grupa, pak [G] =[G -{1}] =G
4) Je-li X ={xq, X2,..., Xn}, pak piseme [X] = [{X1, X2,..., Xn}] = [X1, X2,..., Xn]-
5) Je-li X=0, pak [@] = ({1}, -); piSeme: [@] = [{1}] = [1].

-4 ‘G

Nasledujici véta dava ,,vnitini“ popis podgrupy generované mnozinou X.
Véta 2. 7. Necht' X je neprazdna podmnozina grupy (G, -). Potom podgrupa [X] je mnozina
praveé vSech prvka h E G tvaru:

k
h=xkixke  xkn

kde X1, Xa,..., Xn je n&jaka kone¢na posloupnost prvki z X (¢islo n se méni) a ki, ka,..., ky jsou
cela ¢isla.
Diikaz:
Piedpokladejme, ze @ # X € G, (G, *) je grupa.
Necht H={h € G; h = xkuxkz  xkn x;e X, ki€eZ, i=1,..,n}
1) Dokazeme, ze H je podgrupa grupy G obsahujici X, takze [X] € H.
- P#FXCHCG, t. @ +HCG.
- Nechth,geH jsou hbovolne prvky, tedy h=xke . xkn g=xIt..xI* protoze
gEG,existuie gt € G, g = (xIt...xI) " —x;”... 1t (viz § 2, véta 2. 1. 4)).
Pak hgt = xki. . xkn. x;7s. xT1 € H.
Podle véty 2. 4. je H podgrupa grupy G; protoze X € H, je [X] € H.
2) Necht h € H je libovolny prvek, tj. h = xl .xk" xi € X, ki €Z,i=1,..., n; ponévadz
xi € X, je xi € [X], proto také x¥' € [X], odtud x¥'...xk" € [X], coz znamena, Ze
h € [X], atedy H < [X].
Dokazali jsme rovnost H = [X], coz je tvrzeni véty. O

Véta 2. 8. Necht' (Gy, *1), (G2, *2) jsou grupy. Definujme na mnoziné¢ G; X G, operaci ,,**
pfedpisem:
(V (X1, X2), (Y1, ¥2) € G1 X G2) (X1, X2) * (Y1, Y2) = (X1 *1 Y1, X2 *2 Y2).
Pak (G1 X Gy, *) je grupa.
Dukaz:
- Uzavfenost:
Necht’ X, Y1 € Gy, X, Y2 € szSOU. libovolné prka Pak X1 *; Y1 € G, Xo % Y2 € G,,
a proto (X1 *1 Y1, X2 *2 y2) € G X Gy pro Véechny (X]_, Xz), (y]_, y2) € G; X G,.
- Asociativnost:
Jsou-li (X1, X2), (Y1, ¥2), (21, Z2) € G1 X G; libovolné, pak [(X1, X2) * (Y1, Y2)] * (21, Z2) =
= (X1 *1 Y1, X2 *2 Y2) * (21, Z2) = ((X1 *1 Y1) *1 21, (X2 *2 Y2) *2 22) =
= (X *1 (Y1 *121), X2 *2 (Y2 *2 22)) = (X1, X2) * (Y1 *1 21, Y2 *2 22) =
= (X1, X2) * [(Y1, Y2) * (21, 22)].
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- Neutralni prvek:
Necht e; je neutralni prvek Gi, e, neutralni prvek Gy, necht’ (X1, X2) € G1 X G; je libo-
volna dVOjiCC. Pak (X1, X2) * (el, 6‘2) = (X1 *1 €1, X2 *o ez) = (X1, Xz) a zaroven také
(el, e2) * (Xl, Xz) = (el *1 X1, €2 %9 Xz) = (Xl, Xz). To znamené, zZe (el, ez) je neutralni
prvek G; x Go.

- Inverzni prvky:
Je-li (Xl, X2) € G; X G, libovolna, pak (Xl, Xz) * (El, Ez) = (X1 *q El, Xo *o Ez) = (el, ez)
a soucasné (x1, X2) * (X1, X2) = (1 *1 X1, X2 *2 x2) = (€1, €2), 1j. (x1,x2) = (X1, X2).
Tedy (G; X Gy, *) je grupa. O

Definice 2. 5. Grupa (Gy, *1) X (G2, *2) = (G1 X Gy, *) se nazyva direktni soucin grup G;, Go.

Poznamka:
1) Pocet prvki grupy G; X G je roven soucinu poctu prvki grup Gi, Go.
2) Analogicky mizeme zavést direktni soucin grup Gay,..., Gy, tedy grupu
(Gy, *1) X...X (Gp, #p) = (G1 X...X Gy, *):

(V (X1,.+y Xn)y (Y1,.+-» Yn) € G1 X...X G) (X1,..., Xn) * (V1,.-., Yn) = (X2 *1 Y1,..., Xn *n Yn)-

Priklad:
Je-lim, n € Z*, pak (Zm, ®) X (Zn, ®) = (Zin X Zn, ®).
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2. 3. Cyklické grupy

Definice 3. 1. Grupa, ktera ma jednoprvkovy systém generatord {a} (tj. grupa generovana
jednoprvkovou mnozinou {a}), se nazyva cyklickd grupa. Misto [{a}] piSeme pouze [a],
prvek a se nazyva generator grupy [a].

Véta 3. 1. Necht (G, *) je cyklicka grupa generovana prvkem a, tedy G = [a].
Pak G = {a*; k € Z}.
Diukaz: Jde 0 bezprostiedni dusledek véty 2. 7. pro X = {a}.

Poznamka:
1) Prokazdéx,y € G existujek, | € Z tak, ze x =a*, y=a.
Potom xy = a‘a' = a" "' =a' " = ala“ = yx, a tedy kazda cyklicka grupa je abelovska.

2) Uvazujeme-li aditivni grupu (G, +), pak G = {k x a; k € Z}.

Véta 3. 2. Necht' G = [a] je cyklicka grupa generovana prvkem a. Pak jsou pouze tyto dvé
moznosti:
1) Provsechnar,s€Z,r #s,jea #a’agrupaG = [a] je nekone¢na.
2) Existuje m € Z" tak, ze pro 1, s € Z je a" = a°, pravé kdyz m | (r — s), neboli a" = 1,
pravé kdyz m | r. Odtud |G| = o(a) = m, nebot’ G = {a, a%,...,a" ', a" = 1}.
Dukaz:
Podle véty 3. 1.. G =[a] = {a“ k € Z}.
1) Jestlize pro kazdou dvojicir,s € Z, r # s, je @' # a°, je ziejmé grupa [a] nekonecna.

2) Nenastane-li 1), pak existuji k, | € Z, k < I, tak, ze a“ = a', tedy @' ¥ =a* *=a’=1,
coz znamena, Ze existuje t € Z* takové, ze a' = 1. Necht’ m € Z* je nejmensi takové, ze
a™ = 1. Je-li k € Z libovolné, pak podle véty o déleni se zbytkem v Z existuji g, r € Z
tak, Zek=mgq+r,0<r<m.
Potom a“=a™*" = (@")%" = &', takze [a] = {a“; k € Z} = {a, &%...,a" % a" = 1}.
Jestlize k =mq + r a pfitom 0 < r < m, pak 1 # a" = a* (vzhledem k volbé &isla m).
Tedy a* = 1, pravé kdyz r = 0, neboli pravé kdyz m | k. Odtud pro r, s € Z dostavame
a' = a°, pravé kdyz @' ~ ° = 1, pravé kdyz m | (r — s). Tedy libovolné dva z prvka
a,a’...,a" ' a"=1jsouriznéa|G|=o0(@)=m. O

Poznamka:
1) Nastane-li moznost 1), pak G = [a] je tzv. nekone¢na cyklickd grupa a prvek a je
prvek nekoneéného fadu; G =[a] ={...,a >, aa‘a’=1ala’a..}.

2) Nastane-li moznost 2), pak G = [a] je tzv. kone¢na cyklicka grupa a ma fad m stejné
jako jeji generator, tj. prvek a;
G=[a]={a} a%...,a" L a"=1}={a’=1,a', a%...,a" '}

Véta 3. 3. Kazda nekoneéna cyklicka grupa je izomorfni s aditivni grupou celych &isel (Z, +),
a tedy libovolné dvé nekoneéné cyklické grupy jsou navzajem izomorfni.
Dukaz:
Necht G =[a] ={..., a? ata,al az,...}. Definujme zobrazeni:
¢ (Z,+) — (G, ) =([al. )
(VkeZ) pk)=a
- @ je bijekce (zobrazeni mnoziny Z na mnozinu G, které je injektivni, nebot’ G je neko-
necna, a tedy podle véty 3. 2. je pro rizna r, s € Z také ¢@(r) # ¢(s)),
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- (VK I1€Z) pk+1)=a""=a%a" = g(k) - () - splnéna podminka homomorfismu.
Tedy ¢ je izomorfismus, tj. (Z, +) = (G, -). O

Poznamka:
1) Az naizomorfismus existuje jedina nekone¢na cyklicka grupa.
2) Je-li k € Z, pak mnozinu vSech celistvych nasobku &isla K, tj. mnozinu {kq; q € Z},
budeme znalit symbolem KZ. Ziejmé (KZ, +) je abelovska grupa, podgrupa grupy
(Z, +).

Véta 3. 4. Grupa (Z, +) ma pouze dva generatory, a to prvky 1 a —1.
Dukaz:

- Je-lik € Z, pak [K] = KZ. Specialné [1] = Z = [-1].

- Je-lik+# 11, pak 1 ¢ kZ = [K], atedy [K] # Z. O

Véta 3. 5. Necht' m je libovolné kladné celé ¢islo. Pak kazda cyklicka grupa fadu m je izo-
morfni s grupou (Zn, @), a tedy kazdé dvé cyklické grupy téhoz (koneéného) fadu jsou navza-
jem izomorfni.
Dukaz:
Necht' G = [a] ={a°, a,..., a" " !}. Definujme zobrazeni:
Q. (Zmi®) - (G,_') = ([a]1 ')

(V k € Zy) g(k)=a"

- ¢ je bijekce (injektivni zobrazeni mnoziny Zyn na mnozinu G),

- (VkI€Zy) k@) =@k +1)=a""=a"a = p(k) - ¢(1) - splnéna podminka ho-

momorfismu.
Tedy ¢ je izomorfismus, tj. (Zn, ®) = (G, +). O

Poznamka:
1) Az naizomorfismus existuje jedina konec¢na cyklicka grupa daného fadu.

2) Prokazdéme Z, m > 1: (Zn, @) = [1] (nebot m x 1 = 0).

Definice 3. 2. Necht (G, -) je grupa a a jeji libovolny prvek. Radem prvku a v grupé G rozu-
mime fad cyklické podgrupy [a] generované prvkem a.

Rady prvki tvoii dilezity invariant v diikazech, Ze dané dvé grupy nejsou izomorfni.
Véta 3. 6. Necht' ¢: G — H je izomorfismus grup. Pak o(a) = o(¢(a)) pro kazdé a € G.

Dukaz:

Oznaéme n = 0(a). Protoze ¢"(a) = @(a") a ¢ je bijekce, plati " = 1g pravé tehdy, kdyz
@(@") = 9(Le), tj. kdyz ¢"(a) = 1n. O

Tedy pokud G = H, pak maji stejny pocet prvkla kazdého fadu. Opacna implikace neplati.
Napf. grupy G = Z, x Zg a H = [a, x; a° = x® = 1, ax = x°a] (viz priklad 8. 4) jsou fadu 16, ob&
maji jeden prvek fadu 1 (neutrdlni prvek), ti1 prvky tadu 2, ¢tyfi prvky fadu 4 a osm prvka
fadu 8, ale nejsou izomorfni (G je abelovska grupa, avsak H nikoli).

Priklad:

Jestlize m, n € Z", nsd(m, n) > 1, pak grupy Zmn a Zn X Z, Nejsou izomorfni, protoze grupa
Zmn Obsahuje prvek 1 ¥adu mn, ale grupa Zy X Z, ma vSechny prvky fadu nejvyse nsn(m, n)
(pro nsd(m, n) > 1 je totiz nsn(m, n) < mn).
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Poznamka k prikladu:
Jestlize nsd(m, n) = 1, pak (Zmn, ®) = (Zm, ®) X (Zn, ®), a to na zakladé tvrzeni:
Necht' my,..., m, jsou po dvou nesoud¢lna kladna cela ¢isla, ozna¢me M = m;...m,. Pak

(Zn, ®) = (Zmy, ®) X...%X (Zm,, ®). — Cinska véta o zbytcich

Lemma 3. 7. Necht’ a, b jsou prvky kone¢nych fadt v grupé G takové, ze ab = ba, tedy prvky
a, b komutuji. Jestlize o(a) = m, o(b) = na nsd(m, n) = 1, potom o(ab) = |[ab]| = mn.
Dukaz: Viz [7].

Véta 3. 8. Necht’ aj, ay,..., a jsou prvky koneénych fadu v grupé G, o(a;) = n; (i=1, 2,..., k).
Jestlize a; a; = a; a; a nsd(n;, nj) = 1, kdykoliv i # j (1 <1, ] < k), potom g = aya,...ax je rovnéz
kone¢ného fadu, a to 0(g) = |[a18z...ak]| = NiNa...Nk.

Dukaz: Viz [7].

Véta 3. 9. Kazda podgrupa cyklické grupy je cyklickd grupa. Pfitom kazdd nejednotkova
podgrupa nekonec¢né cyklické grupy je nekonecna.
Diikaz:
Necht' H je podgrupa cyklické grupy G = [a]. Pro H = {1} je H = [1], a proto pfedpokladejme,
7e H # {1}. Pak existuje 1 # h € H, ataké 1 # h™* € H. Jelikoz h € H € G = [a], lze psat
h= ak, h= aﬁk, kde k € Z — {0}; tedy aspon jedno z ¢isel k, —k je kladné celé.
Necht d € Z" je nejmensi takové, Ze a° € H; dokazeme, ze H = [ad].
- Necht a" (n € Z) je libovolny prvek zH apismen=dg+r,kdeq, rez 0<r <d.
Pak a" = a" % =2a"@%) " € H, a tudiz r = 0 (vzhledem k volb¢ &isla d). Potom oviem
a" = (a%)? e [a“], proto H < [a"].
- Ziejmé [a"] € H, takze dostavame H = [a"].
Je-li G = [a] nekonecnd grupa, pak podle véty 3. 2. neexistuje t € Z" tak, aby a = 1, a tedy
podle téze véty je [a%] nekonecna grupa. O

Véta 3. 10. Homomorfni obraz cyklické grupy je cyklicka grupa.

Dukaz:

Necht’ ¢: G = [a] — H je epimorfismus.

Je-liy € H libovolny prvek, pak existuje X € G tak, ze ¢(x) =y. Protoze x € G =[a], je x = a,
k € Z, atedy @(x) = p(@") = ¢*(@) = y. To znamena, ze H = [p(a)]. O

Poznamka:

Rovnost (p(ak) = <pk(a) pro kazdé a € G a kazdé k € Z plyne z vlastnosti homomorfismu:
- Prok>0je ¢(a") = p(aa...a) = p(a)p(a)...o(a) = ¢*(a).
- Prok=0je ¢(@°) = ¢(1c) = 1n = ¢°(a).
- Prok<0jep@)=p(@") =0 @ = (9" '@ = ¢

Véta 3. 11. Je-li G = [a] konecna cyklicka grupa fadu m, pak pro libovolné k € Z je G = [,
prave kdyz nsd(k, m) = 1.
Dikaz:
Necht G =[a] je fadu m. Dokazeme, ze G = [a] = [a], praveé kdyz nsd(k, m) = 1.
,»&=": Necht nsd(k, m) = 1, pak existuji u, v € Z tak, ze ku + mv = 1. Tedy a = a
= (@)@ a zaroveti a" = 1 (podle véty 3. 2.), tedy a = (a“)" € [a"], proto [a] < [a"].
Obrécena inkluze, tj. [a] € [a], je ziejma: ()" = a“ = a', t € Z.
Tedy G = [a] = [a"].

ku + mv _
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= Necht G = [a] = [d"], k € Z. Pak a € [a] = [a"], tedy a = (a“)", odtud 1 = a““~?, proto
m | ku — 1 (podle véty 3. 2.). To znamena, ze ku — 1 = mv, takze ku — mv = 1, neboli

ku+ m(-v) = 1. Tedy nsd(k, m) = 1. O

Véta 3 12. Necht' G = [a] je kone¢na cyklicka grupa fadu m a necht’ d, n € Z* tak, ze m = dn.
Pak [a%] je jedina podgrupa v G fadu n.

Diikaz:

Je-li t € Z, pak podle véty 3. 2. rovnost (a%)' = 1 nastava, pravé kdyz m | dt, neboli kdyz
dn | dt, a tedy prave kdyz n | t Pak ovsem podle téze véty &islo n € Z' udava pocet prvkl
cyklické grupy [a%], takze [a%] je podgrupa v G Fadu n. Necht H je libovolna podgrupa
v grupé G = [a] fadu n. Z véty 3. 9. plyne, ze H = [a"], k € Z, a z véty 3. 2. dostavame jednak
(@9" = a*" = 1, jednak m | kn. Tedy kn = ml = ndl, | € Z, neboli k = dI. Odtud a* = (a")', takze
a“ € [a%]. To viak znamené, ze H = [a"] < [a"].

Podgrupy H a [a%] jsou ob& fadu n, proto H = [a%]. O

Véta 3. 13. Necht’' G = [a; je kone¢na cyklicka grupa fadu m, k € Z', d = nsd(k, m), n € Z*
tak, ze m = dn. Pak H = [a"] je podgrupa v G tadu n.

Dikaz:

Necht G—[a]Jeradum keZ', d=nsd(k, m),m=dn,n€eZ".

Dokazeme, ze H = [a"] je podgrupa v G fadu n.

- Ptfedpokladejme, ze d = nsd(k, m). To znamena, ze d | k, neboli k = dl. Odtud dosta-
vame a* = (a“)', takze H = [a"] < [a“].

- Existuji u, v € Z tak, ze d = ku + mv; tedy a® = a*™ = (a4"@")'= (@")" € [a"] = H
&ili [a%] € H.

Tedy H = [a%] a zaroven [a“] je fadu n (podle véty 3. 12.), proto H je fadu n. O

Poznamka:

Necht' G = [a] je koneénd cyklicka grupa fadu m. Definujme zobrazeni ¢: Z" — Z" tak, Ze
pro kazdé m € Z" je @(m) pocet kladnych celych &isel k < m takovych, ze nsd(k, m) = 1.
Zobrazeni ¢ se nazyva Eulerova funkce.

1) Zvéty 3. 2. plyne, Ze Vsechny prvky grupy G jsou vycCerpany posloupnosti navzajem

riznych mocnin a, as...,a" a"=1.

2) Z1)avéty 3. 11. plyne, ze ¢(m) udava pocet viech riznych generatort grupy G = [a].
Je-li m = p, kde p je prvocislo, pak grupa G = [a] ma pravé ¢(p) = p — 1 riznych
generatorti (viechny prvky kromé jednotkového prvku). Je-li m = p, kde p je prvocislo
ar € Z' libovolné &islo, pak grupa G = [a] ma pravé ¢(p") = p" — p" ! réiznych genera-
torl (nebot’ mezi kladnymi celymi &isly k < p' jsou s p’ soudélna pravé &isla p, 2p,
3p,..., p" p).

Jestlize n € Z*, n | m, pak vzhledem k vé&t& 3. 12. existuje v G pravé jedna podgrupa
fadu n, a tedy G obsahuje pravé ¢(n) prvka fadu n.

3) Zveét 3. 12. a 3. 13. plyne, Ze vSechny podgrupy grupy G = [a] jsou tvofeny mnozinou
{[a%;d € Z d | m}, resp. pro aditivni grupu mnozinou {[d x a]; d € Z*, d | m}.
Je-lim=p jako Vv 2), pak mnozina Vsech pod%rup grupy G tvoii fetézec r + 1 do sebe
vlozenych podgrup postupné fadi 1 = % p*, p%,...,p =m.
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2. 4. Rozklady podle podgrupy

Definice 4. 1. Necht’ (H, -) je podgrupa grupy (G, -), necht’ x € G. Mnozina xH = {xh; h € H}
(resp. Hx = {hx; h € H}) se nazyva leva (resp. prava) ttida grupy G podle podgrupy H ur¢ena
prvkem X.

Véta 4. 1. Systém S = {XH}xec vSech levych (resp. systém S” = {Hx}xec vSech pravych) tfid
grupy (G, -) podle podgrupy (H, -) ptedstavuje rozklad mnoziny G.
Dukaz:
Uvazujme S = {XH}x ec. Pak plati:
- xH={xh; h € H} € G, H je podgrupa G, tedy H # @, a proto také xH # @.
- Je-li z € G libovolné, Ize psat z = z1, 1 € H, tedy z € zH, odkud plyne z € U, xH,
tedy G € Uyeq XH.
- Necht' x, y € G tak, ze xH N yH # @. Pak existuje z € G takové, Ze z € XH a soucasné
Z € yH, coz znamena, ze existuji prvky hy, h, € H tak, Ze z = xh; a také z = yh,. Odtud
xh; = yh,, a tedy x = yhohi! = yhs, y = xhih; 1 = xhy, hs, hy € H. Necht u € xH libo-
volné. Potom existuje h € H tak, ze u = xh = yhsh. Protoze hsh € H, je u € yH, takze
XH € yH. Analogicky necht v € yH libovolné. Potom existuje h” € H takové, ze
v =Yyh" = xhsh". Protoze hsh” € H, je v € xH, takze yH € xH. Tedy xH = yH.

Duikaz tvrzeni o pravych tfidach je obdobny nebo vyplyne z dokdzaného prechodem k opacné
grupé G*. O

Poznamka:
Systém S (resp. S’) z véty 4. 1. se nazyva rozklad grupy G na levé (resp. pravé) téidy podle

podgrupy H.

Véta 4. 2. Necht’ (G, ) je grupa, (H, -) jeji podgrupa. Pak pro kazdé x € G existuje bijekce
mnoziny H na mnozinu XH (resp. na mnozinu Hx).

Dikaz:

Zobrazeni f: H — xH necht’ je dano piedpisem f (h) = xh (pro pevn¢ zvolené x € G). Ziejm¢e f
je surjekce, nebot’ je-li y € xH libovolné, pak y = xhg pro nékteré hy € H, tedy f (hg) = xhy =y.
Jestlize f (hy) = f (hy), pak xh; = xh,, odtud h; = h, (nebot’ grupa je struktura s kracenim). Tedy
f je injekce. Dohromady f je bijekce.

Pro mnozinu Hx analogicky. O

Poznamka:
1) Je-li H kone¢na mnozina, pak podle véty 4. 2. ma kazda mnozina xH (resp. HX) stejny
pocet prvkil jako mnozina H.
2) Zvéty 4. 2. plyne, ze 1ze na sebe bijektivn¢ zobrazit i libovolné dve levé (resp. pravé)
tiidy rozkladu S (resp. S*). Kdyz napiiklad f: H <= x;H, g: H <= xH, f 1 x;H e H,
pak f og: xH <= X,H.

Véta 4. 3. Necht (G, *) je grupa, (H, -) jeji podgrupa. Pak pro libovolné prvky X, y € G plati:
1) xH =yH, pravé kdyz y 'x € H, pravé kdyz x 'y € H.
2) Hx = Hy, pravé kdyz yx* € H, pravé kdyz xy * € H.
Diikaz:
1) - Z ptedpokladu xH = yH plyne existence hy, h, € H takovych, ze xh; = yh,. Odtud
dostavame y xh; = h,, tedy y'x = hoh7t = h € H. Takze y 'x € H.
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ProtoZe Y 'x € H a H je podgrupa, je také (y x)* = xy € H.

- Z predpokladu y 'x € H plyne existence h € H tak, ze y *x = h, tedy x = yh € yH.
Protoze x = x1, 1 € H, je také x € xH. Tedy xH N yH # @, proto xH = yH.
2) Analogicky. O

Poznamka:
Uvazujeme-li aditivni grupu (G, +), pak napft. 2) véty 4. 3. ma tvar:
H+Xx=H+y, pravé kdyzy — X € H, pravé kdyzx—y € H.

Véta 4. 4. Necht' S (resp. S”) je rozklad grupy (G, -) na levé (resp. pravé) tiidy podle jeji pod-
grupy (H, -). Pak existuje bijekce mnoziny S na mnoZinu S’.

Dukaz:

Definujme zobrazeni f: S — S’ takto: (Vv xH € S) f (xH) = Hx'. Pak pro xH, yH € S
libovolné plati rovnost XH = yH, pravé kdyz y X € H (viz véta 4. 3.), neboli prave kdyz
y1(x 1) € H, a tedy podle téZe véty 4. 3. pravé kdyz Hx ' = Hy ™ (tj. f (xH) = f (yH)). To zna-
mena, ze f je korektné definované zobrazeni, které je zaroven injektivni. Protoze f je zfejmé

surjekce, jedna se o bijekci. O

Poznamka:
Podle véty 4. 4. maji tedy rozklady S a S” (pifi dané grupé G a podgrupé H) stejny pocet prvki
(v ptipadé kone¢nych mnozin Sa S").

Definice 4. 2. Necht’ (G, *) je grupa, (H, ) jeji podgrupa a S (resp. S’) rozklad grupy G na levé
(resp. pravé) tiidy podle podgrupy H. Je-1i S (resp. S") kone¢na mnozina, nazyva se pocet je-
jich prvki (tj. pocet levych (resp. pravych) tfid podle podgrupy H) index podgrupy H v grupé
G a piSeme [G : H]. Je-li S (resp. S”) nekone¢na mnozina, fikame, ze podgrupa H ma neko-
necny index, resp. ze je nekonecného indexu v G.

Poznamka:
Pokud chceme zdiraznit, ze rozklad grupy G podle jeji podgrupy H je kone¢na mnoZina, fi-
kame, Ze podgrupa H ma konecny index, resp. Ze je konecného indexu v grupé G.

Véta 4. 5. (Lagrangeova) Necht’ (H, ) je podgrupa kone¢né grupy (G, -). Pak plati:

G| = [H|-[G : H].
Dukaz:
Utvorime rozklad S (resp. S") grupy G na levé (resp. pravé) tiidy podle podgrupy H. Potom
S (resp. S’) ma [G : H] prvki (jimiz jsou po dvou disjunktni levé (resp. pravé) tiidy, jejichz
sjednocenim je mnozina G). Podle véty 4. 2. maji vSechny levé (resp. pravé) tiidy stejny pocet

prvki, a to |H|, tedy pocet prvka grupy G, tj. |G| je roven |H|-[G : H]. O

Diisledky véty 4. 5.
1) Necht (G, -) je konecna grupa a (H, -) jeji podgrupa. Pak tad podgrupy H d¢li fad
grupy G, tj. |H| d¢li |G|.
2) Je-li G konec¢na grupa, pak fad kazdého prvku grupy G déli |G].
Dukaz:
Necht |G| =m, g € G libovolné. Je-lig =1, pak o(g) = 1, atedy 1 | m. Je-li g # 1, pak
[0] je podgrupa grupy G stejného fadu, jako je ¥ad prvku g, a tedy o(g) | m. O
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3) Kazda grupa prvociselného fadu je cyklicka.
Dikaz:
Necht' G je grupa prvociselného tadu p, tj. |G| = p. Je-li 1 # g € G libovolné, pak
podle dasledku 1) fad podgrupy [g] déli p. Protoze 1 < |[g]| = 0(9), je |[g]| = p, takZe
G=][g].O

Véta 4. 6. Jsou-li H, K podgrupy kone¢ného indexu v grupé G, potom H N K je rovnéz pod-
grupa kone¢ného indexu v G.

Diikaz:

Nejdiive ukazeme, ze kdyz g € G, pak g(H N K) = gH N gK. Protoze g(H N K) € gH a také
g(H N K) € gK, je g(H N K) < gH N gK. Je-li vsak x € gH N gK, je x = gh = gk pro vhodné
prvky h € Hak € K. Odtud g *x = h =k € H N K, nebo-li x = g(g*x) € g(H N K), tedy plati
i obracena inkluze gH N gK < g(H N K). Z rovnosti g(H N K) = gH N gK plyne, Ze kazda
leva tiida grupy G podle podgrupy H N K (jde o podgrupu na zakladé véty 2. 6.) se ziska jako
prunik nékteré levé téidy podle H s né€kterou levou tfidou podle K. Je-li tedy [G : H] = m

a[G:K]=n,pak [G:(HNK)]<mn.O

Véta 4. 7. (Poincarého) Jsou-li Hy, Ha,..., H, podgrupy kone¢ného indexu v grupé G, potom
H = Ni%, Hi je rovnéz podgrupa kone¢ného indexu v G.
Dukaz:

Véta se dokaze tplnou indukci podle ¢isla n pomoci véty 4. 6. O

Necht’ H je podgrupa grupy G; neprazdna mnozina A € G se nazyva uplny systém reprezen-
tantti levych tiid grupy G podle podgrupy H, jestlize pro kazdé g € G existuje pravé jeden
prvek a € A takovy, ze gH = aH. V takovém ptipadé {aH}aea je systém vsech levych tiid
grupy G podle podgrupy H a |A| = [G : H]. Pfitom uplné systémy reprezentant vzdy existuji.

Véta 4. 8. Necht’ H, K jsou podgrupy grupy G takové, Zze K € H. Pak plati:

[G:K]=[G:H][H:K].

Dukaz:

Necht mnozina A € G (resp. B € H) je Gplny systém reprezentanti levych tfid grupy G podle
podgrupy H (resp. grupy H podle podgrupy K). Je-li g € G libovolné, pak existuje a € A tak,
7e gH = aH, natez a 'g € H (viz véta 4. 3.). Tedy pro vhodné b € B bude a'gK = bK, &ili
gK = abK. Uvazujme dale prvky a;, a; € A, by, b, € B tak, ze a;b;K = ab,K. Pro vhodné
k € K je tedy a;b; = asbok, takze (protoze prvky by, by, klezi v H) a;H = ajb;H = asbkH =
= ayH, a proto a; = a,. Pak ovsem z rovnosti a;b;K = a;b,K plyne rovnost b;K = bK (v grupé
Ize kratit), a tudiz b; = b,. Odtud jednak plyne, Ze mnozina AB je uplny systém reprezentanti
levych tiid grupy G podle podgrupy K, zaroven ale, ze kazdy prvek x € AB lze zapsat ve tvaru
x =ab (a € A b € B) pravé jednim zptisobem. To ovSem znamena, ze [G : K] = |AB| =

=|AlB|=[G:H][H:K].O

Definice 4. 3. Necht' (G, -) je grupa. Rekneme, Ze podgrupa N grupy G je normalni podgrupa
v G, prave kdyz plati:

(Vge G) gN=Ng. Piseme:N=G.
Poznamka:
1) Rozklady grupy na levé a pravé tiidy podle normalni podgrupy se rovnaji, tj. S=S".

2) V komutativni (a tedy také v cyklické) grupé je ziejmeé kazda podgrupa normalni.
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3) Kazda nekomutativni grupa ma vzdy alespon dvé normalni podgrupy, a to jednotko-
vou podgrupu {1} a grupu G:
- je-li N = {1}, pak S = {xN}xec = {x{1}}xec = {{X}}xec = {{1}x}xec =
:{NX}XEG =S
- Je-liN=G, pak S = {xG}xec = {G} = {Gx}xec =S".

4) Existuji (nekomutativni) grupy, které nemaji jiné normalni podgrupy nez {1} a G.

Lemma 4. 9. Podgrupa N grupy G je normalni podgrupou v G, praveé kdyz plati:

(VgeG)(vneN) (@ ny n,eN) (gn=nig Ang=gny).
Dukaz:
,—>": Pfedpokladejme, ze N 2 G. Pak pro kazdé g € G je gN = Ng, tedy gN € Ng a zaroven
Ng € gN. Tedy pro kazdé n € N je gn € Ng a zarovenn ng € gN, coz znamena, ze
existuji Ny, Nz € N tak, Zze gn = n1g a zaroven ng = gny.

»&*“: Analogicky. O

Véta 4. 10. Podgrupa N grupy G je normalni podgrupou v G, pravé kdyz plati:
1) (vg€eG) gNg* SN (resp. g *Ng S N),
2) (VgeG)(vneN) gngteN (resp. g 'ng € N).
Dukaz:
2) ,, = Predpokladejme, 7e N 2 G, x = gng *. Protoze N < G, lze psat gn = n;g pro
jisté ny € N (viz lemma 4. 9.). Tedy x = gng ™ = (n1g9)g " = n1(gg™") = n1 € N,
takze x € N.
,»<": Pfedpokladejme, ze plati podminka 2). Dokazeme, ze pro libovolné g € G je
ogN = Ng.
- Necht x € gN libovolné. Pak existuje n € N tak, 7e x = gn. Tedy xg* = gng™
a zaroven gng*1 € N, proto také ngl € N. To znamena4, Ze existuje n; € N tak,
7e xg ' = ny, odkud xg g = nyg, takZe X = n1g, coZ je prvek z Ng.
Tedy gN < Ng.
- Necht x € Ng libovolné. Pak existuje n € N tak, ze X = ng. Tedy g'x=g'ng
a zaroven gflng € N, proto g’lx € N, coz ovSem znamena, ze existuje n; € N
takové, ze g "X = Ny, takze X = gny, coZ je prvek z gN.

Tedy Ng € gN. O

Véta 4. 11. Necht’ H je podgrupa grupy G. Jestlize [G : H] = 2, pak H 2 G.
Diikaz:
Je-1i [G : H] = 2, pak v G existuji pravé dvé rizné levé tidy, a to H = 1H, druha je aH pro
nékteré a ¢ H. Necht' h € H, g € G. Piedpokladejme, ze g *hg & H.
- Jestlize g € H, pak g € H, nebot’ H je podgrupa, a tedy g *hg € H, coz je spor.
- Jestlize g € H, pak g* ¢ H, tedy g *H # H. Jelikoz [G : H] = 2, je aH = g *H, a tedy
ghg ¢ H, takze g *hg € g*H. Odtud dostavame g *hg = g thy pro nékteré hy € H,
tedy hg = ho, tj. g = hthy € H, coZ je opét spor. Musi tedy platit g thg € H, tj. H = G
(podle véty 4. 10.). O

Véta 4. 12. Prunik libovolného neprazdného systému normalnich podgrup grupy G je opét
normalni podgrupa grupy G.

Dikaz:

Necht’ N; (i € I # @) jsou normalni podgrupy grupy G a polozme N = N;¢; Ni.
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- Podle véty 2. 6. je N podgrupa v G.
- Je-lig € G, n € N libovolné, pak n € N; pro kazdé i € I, a tedy také gng* € N; pro

kazdé i € | (nebot’ N; < G), takze gng " € N. Odtud N = G. O

Poznamka:

Je-li X podmnozina v G, pak prunik v§ech normalnich podgrup grupy G, které obsahuji mno-
zinu X, se nazyva normalni podgrupa grupy G generovana mnozinou X. Ve smyslu mnozi-
nové inkluze ,,S* je to nejmensi normalni podgrupa grupy G obsahujici mnozinu X.

Definice 4. 4. Necht' G je grupa a x, y € G libovolné prvky. Rekneme, Ze prvek y je v grupé G
konjugovan s prvkem x (resp. Ze prvky X, ¥ jsou v grupé G konjugované), existuje-li g € G
tak, e y = g 'xg. Piseme X ~ y.

Poznamka:
1) Relace ,,~“ je ekvivalence na mnoziné G (tj. reflexivni, symetricka a tranzitivni):

- x=17x1, tedy x ~ X pro kazdé x € G;

- je-li x ~y, pak existuje g € G tak, ze y = g °xg, tedy gy = xg, odtud gyg " = X,
coz mizeme zapsat jako (g1) 'yg ™ = x; oznaéme g * = h € G, tedy h'yh = x,
tj. y ~ X pro kazdé X, y € G;

- je-li x ~ y a zéaroveii y ~ z, pak existuje g, h € G tak, 7e y = g 'xg a zaroveii
z=h'yh, tedy z = h™*(g"*xg)h = (h"*g ™ )x(gh) = (gh) *x(gh), gh € G, tj. x ~ z
pro kazdé x, y, z € G.

Tedy relace ,,~* indukuje na mnoziné G rozklad na ttidy spolu konjugovanych prvkd.

2) Jsou-li g, x prvky grupy G, potom prvek g 'xg se Casto zapisuje symbolicky x%; tedy
g 'xg = x%. Mnozina viech prvki z G konjugovanych s prvkem x je tedy {x% g € G},
neboli strucné {x% g € G} = x°.

Véta 4. 13. Podgrupa N grupy G je normalni podgrupou v G, pravé kdyz s kazdym svym prv-

kem obsahuje i vSechny prvky, které jsou s nim v G konjugovangé.

Dukaz:

= Predpokladejme, ze N 2 G. Pak pro kazdé g € G a kazdé n € N je g'ng € N, tedy
existuje n; € N tak, Ze n; =g *ng, odtud n ~ n;.

& Necht' n € N libovolné, necht’ n, € N takovy, Zze n ~ n,. Pak n, = gflng, g € G, takze

gngeN, tedy N2 G. O

Definice 4. 5. Rekneme, Ze podgrupa K je v grupé G konjugovana s podgrupou H, pravé kdyz
je K =g *Hg pro n&jaké g € G. Piseme H ~ K.

Poznamka:
1) Je-li G grupa a -~ (G) mnozina vSech podgrup grupy G, pak relace ,,~“ konjugova-
nosti podgrup je ekvivalence na mnoziné  (G).
2) Je-liH e ~ (G)ag € G, pak misto g *Hg je mozno opét psat H%; potom tiida viech
podgrup grupy G konjugovanych s podgrupou H je systém {H% g € G}, coz miizeme
symbolicky psat HC.

Definice 4. 6. Je-li M neprazdna podmnozina grupy G, potom normalizatorem Ng(M) mno-
ziny M v grupé G rozumime mnoZinu viech prvki g € G takovych, ze g *Mg = M (neboli
gM = Mg). Normalizator jednoprvkové mnoziny {a} zna¢ime Ng(a).
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Véta 4. 13. Necht’ G je grupa a x € G libovolny prvek. Pak plati:
1) Ng(x) je podgrupa grupy G.
2) Je-li A mnozina vech prvkid z grupy G konjugovanych s prvkem x, tedy A = x®, pak
Al = x| = [G : Ng(x)].

Véta 4. 14. Je-li H podgrupa grupy G, pak Ng(H) je nejvétsi (ve smyslu mnozinové inkluze
&) podgrupa grupy G takova, ze H < Ng(H).

Véta 4. 15. Necht’ H je podgrupa grupy G a necht’ .~/ je mnozina vSech podgrup konjugova-
nych v grupé G s podgrupou H. Pak plati:

1) |71=1G : Ne(H)].

2) Prunik vSech podgrup z .~/ je normalni podgrupou v G.

Véta 4. 16. Necht' G je grupa. Pak plati:
1) Jsou-li podgrupy H, Kv grup¢ G konjugované, pak i jejich normalizatory Ng(H),
Ng(K) jsou v G konjugované a plati rovnost [G : H] =[G : K].
2) Jsou-li prvky a, b € G v grupé G konjugované, pak i jejich normalizatory Ng(a), Ng(b)
jsou v G konjugované.

Véta 4. 17. Necht' H je podgrupa kone¢ného indexu v grupé G. Pak v G existuje normalni
podgrupa N kone¢ného indexu takova, ze N € H.

Poznamka:
Dukazy vét 4. 13. — 4. 17. uvedeny v [7].

Definice 4. 7. Grupa G se nazyva jednoducha, jestlize je netrivialni (tj. G # {1}) a G, {1}
jsou jediné normalni podgrupy grupy G.

Véta 4. 18. Grupa G je jednoduchéa komutativni grupa, pravé kdyz G je cyklicka grupa prvo-

¢iselného tadu.

Dikaz:

=1 Predpokladejme, Ze G je jednoducha komutativni grupa, tj. G ma pouze dvé trivialni
podgrupy. Necht' 1 # g € G je libovolny prvek. Pak g generuje podgrupu grupy G,
ktera je rizna od podgrupy {1}, tedy [g] = G. To znamen4, ze G je cyklicka. Kdyby
grupa [g] byla nekonegna, pak z véty 3. 2. by plynulo g € [g°], coz by znamenalo, Ze
[9%] je vlastni podgrupa grupy G; tedy grupa G = [g] je kone¢na fadu m > 1. Cyklické
grupa fadu m ma prave tolik podgrup, kolik kladnych d¢litelt mé ¢islo m. Protoze G
ma praveé dvé podgrupy, ¢islo m ma pravé dva délitele; tedy m je prvocislo.

& Predpokladejme, Ze G je cyklicka grupa prvociselného radu.
- Kazda cyklicka grupa je komutativni, tj. G je komutativni grupa, ktera je netrivialni
(nebot’ je prvociselného fadu).
- Kazda podgrupa grupy G je cyklicka (podle véty 3. 9.). Pro 1 € G je [1] = {1}, je-li
1 # g € G libovolny prvek, pak [g] = G. To znamena, ze v G existuji pouze dvé pod-
grupy, ato {1} aG.

Tedy G je jednoduché komutativni grupa. O
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Véta 4. 19. Necht' N je normalni podgrupa grupy (G, -). Rozklad S (resp. S”) grupy G na levé
(resp. praveé) tiidy podle podgrupy N tvoii grupu vzhledem k operaci ,,-* definované takto:

(Vv XN, yN € S) (XN)(yN) =xyN (resp. (Vv Nx, Ny € S") (Nx)(Ny) = Nxy.
Dukaz:
Protoze N je normalni podgrupa grupy G, tj. pro kazdé X € G je XN = Nx, staci tvrzeni dokazat
pouze pro rozklad napt. na levé ttidy.
Predpokladejme tedy, ze N 2 G, S = {XxN}xea.

- Necht' xN, yN € S libovolné. Pak (XN)(yN) = x(Ny)N = x(yN)N = xy(NN) = xyN € S.

- Necht' xN, yN, zN € S libovolné. Pak [(XN)(yN)](zN) = (xyN)(zN) = xyzN = x(yzN) =
= (xN)(yzN) = (xN)[(yN)(zN)].

- Necht' xN € S libovolné. Pak (XN)N = (XN)(1N) = xIN = xN a také N(xN) = (IN)(xN) =
= 1XN = xN. Tedy N = 1IN je neutralni prvek v S.

- Je-li x € G, pak existuje X * € G. Necht' xN € S libovolné. Potom (XN)(x *N) = xx N =
= 1IN = N a také (X *N)(xN) = x ’xN = IN = N. To znamen4, ze (xN)* = x 'N.

Tedy (S, +) je grupa. O

Definice 4. 8. Necht (G, -) je grupa, N normalni podgrupa v G. Pak grupa (S, -) (resp. (S', *)),
kde operace ,,- je definovana predpisem z véty 4. 19., se nazyva faktorova grupa (nebo téz
faktorgrupa) grupy G podle normalni podgrupy N a znaéi se (G/N, -).

Faktorovou grupu je mozné zavést jesté jinym zpisobem. Mame-1i danu néjakou grupu (G, -),
mize byt rozklad mnoziny G zadan také jako rozklad podle jisté ekvivalence R definované na
G. Tento rozklad se nazyva rozklad indukovany ekvivalenci R a znac¢i se G/R. Ttidy tohoto

rozkladu jsou podmnoziny OORXx mnoziny G definované takto: (V x € G) ORx = {y € G; yRx}.
Je tedy G/R = {ORx}xea.

Poznamka:
Misto tiid rozkladu OORXx mnoziny G muzeme uvazovat tfidy XRO definované analogicky:
(V x € G) xRO = {y € G; xRy}. Diky symetri¢nosti ekvivalence totiz plati XRO = ORX.

Definice 4. 9. Necht' (G, -) je grupa, R relace na mnoziné G. Pak R se nazyva kongruence
v grupé (G, +), pravé kdyz R je ekvivalence a plati:

(V X1, X2, Y1, Y2 € G) X1RX2 A y1Ry2 = X1y1RXaYso.

Vybereme-li na G takovou relaci R, ktera je kongruenci, pak pro libovolné OORX, ORy € G/R
je ORx - ORy = ORxy € G/R.

Véta 4. 20. Necht’ (G, -) je grupa, R relace kongruence na G. Pak struktura (G/R, ) je také
grupou.
Dikaz:
Piedpokladejme, ze (G, -) je grupa, R kongruence na G.
- Pro vSechny ORX, ORy € G/R je ORx - ORy = ORxy € G/R, tedy G/R je uzaviena
vzhledem k ,,-.
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- Asociativnost (G/R, -):
Necht ORx, ORy, ORz € G/R libovolné. Pak (ORx - ORy) - ORz = ORxy - ORz =
= ORxyz = ORx - ORyz = ORx - (ORy - ORz).

- Je-li 1 € G neutralni prvek grupy G, pak pro libovolny prvek ORx € G/R plati

ORx - OR1 = ORx1 = ORx a také OR1 - ORx = OR1x = ORx. Tedy OR1 je neutralni
prvek v G/R.

- Necht ORX € G/R pro libovolné x € G. Pak existuje x * € G a plati ORx - ORX * =
= ORxx ' = ORI a zaroveti ORX ™ - ORx = ORX *x = OR1. TakZe (ORX) ' = ORx .
Tedy (G/R, *) je grupa. O

Definice 4. 10. Grupa (G/R, -) z véty 4. 20. se nazyva faktorova grupa grupy G podle kon-

gruence R.

Véta 4. 21. Necht’ (G, -) je grupa, R kongruence v grupé G. Pak existuje normalni podgrupa N
v grupé G tak, ze (G/R, -) = (G/N, -).

Dukaz:

Necht’ jsou splnény piedpoklady véty. Definujme N = {x € G; xR1}, kde 1 je neutralni prvek

Vv grupé G.

1) Dokazeme, ze N je normalni podgrupa grupy G.

Ziejm& N # @ (nebot’ R je reflexivni, tedy 1R1, tj. 1 € N) aN € G. Necht
X, ¥ € N jsou libovolné prvky. Pak je XxR1, yR1 a také y Ry ™. Diky podmince
kongruence odtud dostavame yy ‘R1y ™, neboli 1Ry™, a vzhledem k symetri-
nosti relace R je t¢z y'R1. Tak’e mame xR1 azarovei y 'R1, proto také
xy *R1. To oviem znamen4, Zze Xy - € N, tedy N je podgrupou v G.

Necht g € G, n € N libovolné. Pak je nR1 a zaroven gRg, tedy mame gnRg
a také g 'Rg™. Odtud dostavame gng "Rgg ™, neboli gng*R1. To ale znamena,
7e gng * € N, takZe N je normalni podgrupa grupy G.

2) Ovetime rovnost G/R = G/N (dokazeme inkluzi G/R S G/N, dikaz obracené inkluze
G/N <€ G/R je obdobny).
Necht tedy A je libovolny prvek z rozkladu G/R. Pak existuje x € G tak, ze A = ORX.
Mame dokazat, ze A € G/N, tj. Ze existuje g € G, pro néz A = gN. Polozme X = g.

Necht t € A = ORX je libovolny prvek. Potom je tRx a protoze X “Rx ", dosta-
vame X tRx X, neboli x 'tR1. To znamena, Ze X 't € N, tedy existuje n € N ta-
kové, ze Xt = n, takze t = xn. Proto je t € xN, tudiz také A < xN.

Necht’ u € xN je libovolny prvek. Potom existuje n € N tak, ze u = xn, tedy
x'u = n. Proto je X 'uR1 a protoze XRx, dostavame (xX ")uRx, neboli uRx. To

znamena, ze U € ORx = A, tedy xN € A.

Dostali jsme rovnost A = xN, takze A € G/N. To ovSem znamen4, ze G/R € G/N. O

Véta 4. 22. Necht’ (G, -) je grupa, N normalni podgrupa v grupé G. Pak existuje kongruence R
v grupé G takova, ze (G/R, ) = (G/N, ).

Dukaz:

Necht’ jsou splnény predpoklady tvrzeni. Definujme relaci R na G takto:
(V X,y € G) xRy, pravé kdyz xy * € N.

1) Dokazeme, ze R je kongruence v grupé G.
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- Relace R je reflexivni, nebot’ pro kazdé x € G je xx ' = 1 € N, tedy xRx.

Necht' X, y € G takové, Ze XRy, tj. xy - € N. Pon&vadz N je grupa, je (xy 1) * =
=yx* € N, a tedy yRx. To znamen4, e R je symetricka. Jestlize X, y, z jsou ta-
kové prvky z G, Ze XRy a zaroven YRz, dostavame nyl € N a také yzf1 € N.
Tedy xy 'yz ' = xz* € N, a proto xRz, &ili R je tranzitivni. Tim jsme dokazali,
ze R je ekvivalence.

- Necht X1, X2, Y1, Y2 jsou takové prvky z G, ze plati X;Rx, a soucasné y1Rys, tedy
X1Xo T € N a také ylyz_1 € N. Protoze ylyz_1 € N, prvek X, 1eGaN je normalni
podgrupa, existuje (viz lemma 4. 9.) prvek n € N tak, Ze (Y12 )Xz * = X, ™.
Potom Xy(y1y2 )Xz © = (xaxz n € N, tedy (xayn)(y2 %2 ) = (xay1)(xay2) " € N,
neboli x;y1Rx2y,. Tim jsme dokazali, ze R je kongruence.

2) Ovetime rovnost G/N = G/R (dokézeme inkluzi G/N € G/R, obracena inkluze se
ovéii analogicky).
Necht A je libovolny prvek, pro néjz plati A € G/N. Pak existuje g € G tak, ze A = gN.
Mame dokazat, ze A € G/R, tj. ze existuje X € G, pro néz A = OORX. PoloZzme X = g.
- Necht' t € A = xN je libovolny prvek. Potom existuje n € N takové, ze t = xn,
tedy x 't = n, neboli x 't1! = n, takze (x )1 € N. Proto je x “tR1 a protoZe
XRx, dostavame (XX )tRx, tj. tRx. To znamena, Ze t € ORX, tedy A € ORX.
- Necht' u € ORX je libovolny prvek. Potom je URX a protoze X 'Rx*, dostavame
x 'uRx*x, neboli x'uR1. To znamend, 7¢ (x 'u)1™* € N, tj. x'u € N. Takze
existuje n € N takové, ze X 'u = n, &ili u = xn. Proto je u € xN = A, tudiZ také
ORx € A.
Tedy dohromady A = ORXx, takze A € G/R a inkluze G/N € G/R je dokazana. O

Poznamka:

K definovani kongruence nepottebujeme Zadné vlastnosti typické pro grupy, mizeme proto
kongruenci R definovat (stejnym zpisobem) na libovolné struktuie (G, *) S jednou binarni
operaci a zavést faktorovou strukturu (G/R, *).
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2. 5. Permutacni grupy
Necht' M je neprazdna mnozina. Permutaci mnoziny M rozumime kazdou bijekci M na M.

Je-li M konecna, napt. M = {1, 2,..., n}, pak permutaci I1 mnoziny M zapisujeme ve tvaru
matice:

1 2 .. n .
1= (il f2 jn)’ kde I1(i) =j;, 1=1, 2,..., n.
Tento tvar se nazyva zakladni tvar permutace II.

Je-li (p1, p2,..., pn) libovolné potadi prvka 1, 2,..., n (tedy uspotadana n-tice, v niz se kazdy

z uvedenych prvku vyskytuje pravé jednou) a I(pi) = i, 1 = 1, 2,..., n, mizeme permutaci I1
zapsat v tzv. obecném tvaru:
_ (Pt P2 .. Dn
Im= (ql qz .. qn)'

Prvek i € M se nazyva samodruzny prvek permutace I1, jestlize I1(i) = i. V opa¢ném piipadé
se jedna o prvek nesamodruzny.

= Permutace | na mnozin¢ M se nazyva identickd permutace, pravé kdyz kazdy prvek

mnoziny M je samodruznym prvkem permutace |, tj. | = G ; Z)
o qT q2 .. qn . . i
u 1 — r o7 r
Permu}tjalu pl: g?p L opz pn) nazyvame inverzni permutaci K permutaci
Im= (q1 qz .. qn)'
. T __ (b1t pz .. DPn (1 q2 ... (n ..
Jsou-li Tl = (q1 Q@ . C[n) a Ilz = (r1 _— T'n) permutace mnoZiny M,

p1 pz .. pn
ri r2 e I'm
I12 a piSeme II1 - I12 nebo II1 ° I12. Nasobeni permutaci je asociativni a neni komuta-

tivni, nebot’ skladani zobrazeni je vzdy asociativni operace, kterd vSak neni obecné
komutativni.

pak permutaci I1 = ( ) nazyvame soucinem (slozenim) permutaci I1,

Véta 5. 1. Mnozina vSech permutaci mnoziny M = {1, 2,..., n} tvofi spolu s operaci nasobeni
permutaci nekomutativni grupu fadu n!, ktera se nazyva symetricka grupa n prvki a znaci se
symbolem S,

Dtikaz:

Mnozina S, je spolu s operaci nasobeni zfejmé nekomutativni grupa. Vztah |Sp| = n! se overi

uplnou indukci podle n. O

Definice 5. 1. Necht’ p1, p2,..., Pk je posloupnost riaznych prvkt mnoziny M = {1, 2,..., n},
k> 2. Permutaci IT € S, takovou, Ze I1(p1) = p2, [1(p2) = P3,..., H(Px - 1) = Px, I(PK) = P1,
[1(p) = p pro kazdé p € M — {p1, P2,..., P}, nazyvame cyklickou permutaci, resp. cyklem
délky k a znacime (p1, Pz,..., px); tedy IT = (p1, p2,..., px). Cykly délky 2 se nazyvaji
transpozice na M. Rikame, Ze dva cykly (p1, Pa,..., Px) @ (J1, Ga...., 01) jSOU nezavislé, kdyz
{p1, p2,---, P} N {d1, 92,..., i} = @. Koneéna mnozina cykll se povazuje za nezavislou,
jsou-li kazdé dva cykly této mnoziny nezavislé. V opa¢ném ptipad¢ hovorime o zavislych
cyklech.
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Lemma 5. 2. Necht' I1 = (py, P2,..., Pk) € Sh. Pak plati:
1) I1 T (pi, Pi+1,.-., Pk, P1y---, pi—l) pro kazdéi=1, 2,..., k.
2) T = (Px, Px—1,---» P2, P).

Dukaz:

1), 2) Jedna se o bezprostiedni dusledek definice 5. 1. O

Véta S. 3. Soucin nezavislych cykli z S, nezavisi na jejich poradi.

Dukaz:

Uvazujme souéin I11 -1z -...-[Im, kde II1, I2,..., [Im € S, jsou nezavislé cykly. To ovSem zna-
mena, ze zadné dva z téchto cyklu nepifemist’uji soucasné ten samy prvek, neboli permutace
[Ti ponechava na misté ty prvky, na které pusobi permutace IIj, i # j, i, j = 1, 2,..., m, a nao-
pak, kazda permutace IIj ponechéva na misté ty prvky, na které ptsobi Ili. Tedy na umisténi

permutace Ili v soucin nezalezi. O

Véta 5. 4. Kazdou neidentickou permutaci IT na mnozin¢ M = {1, 2,..., n} lze rozlozit az na
potadi jednozna¢né v soucin nezavislych cykli, jez jsou délky vétsi nez jedna.
Dukaz: Viz [7].

Véta 5. 5. Kazdou permutaci I1 na mnoziné M = {1, 2,..., n} (n = 2) lze rozlozit v soucin
transpozic.

Dukaz:

Libovolny cyklus muzeme rozlozit jako (p1, P2,..., Px) = (P1, P)*(P1, Pk —1)*--.*(P1, P3)-(P1, P2)
(k = 2). Je-li nyni IT # I, pouzijeme vétu 5. 4., a tedy danou permutaci miizeme napsat jako
sou¢in rozkladii vSech jejich cykld. Identickou permutaci | muizeme zapsat ve tvaru

I =(p, q):(p, 9), kde (p, q) je libovolna dvojice raznych prvka z M. O

Definice 5. 2. Necht I je permutace mnoziny M = {1, 2,..., n}. Rikame, Ze dvojice (p, q) riiz-
nych prvkiu z M predstavuje inverzi permutace I1, jestlize (p — q)-(IT(p) — I1(q)) < 0; tedy je-li
napt. I[1(p) > I1(q) a zaroven p < ¢. Permutace II se nazyva suda nebo licha podle toho, ma-li
sudy nebo lichy pocet inverzi. Mluvime pak o parité permutace. Znaci-li t pocet inverzi per-
mutace 1, pak definujeme sgn IT = (-1)". Tedy, je-li suda permutace, mame sgn IT = 1, kdezto
sgn IT = -1, jakmile II je permutace licha; sgn I1 (¢teme signum) nazyvame znaménko permu-
tace II.

Poznamka:
1) Parita permutace je urcena jednoznacneé.

| |
2) Grupa S, ma praveé n; sudych a n; lichych permutaci.

Véta 5. 6. Necht’ I11, I12 € Sy,. Potom plati:
1) sgn (IT1 - [12) = sgn 11 - sgn Iz,
2) sgnIli=sgnIli L

Dukaz: Viz [7].

Poznamka:

Podle definice 5. 2. a véty 5. 6. 1) je tedy souéin dvou sudych nebo dvou lichych permutaci
suda permutace, soucin sudé a liché permutace (v libovolném poftadi) je lichd permutace.

30



Lemma 5. 7. Kazda transpozice je lichou permutaci.

Diikaz:

Necht' IT = (p, q) je transpozice, kde p, g jsou ruzné prvky z M. Jelikoz (p, q) = (q, p), lze
predpokladat, ze p < . Je-li g = p + 1, je dvojice {p, p + 1} jedinou dvojici piedstavujici in-
verzi permutace I1. Necht' p + 1 < @. V tomto piipadé dvojice {p, p + 1}, {p, p + 2}....., {p, q}
a{p+10q}...,{qg-1, q} davaji mnozinu vSech dvojic predstavujicich inverzi permutace

I1=(p, q). Je jich celkem (g — p) + (Q—p) — 1, coz je liché ¢islo. O

Véta 5. 8. Permutace I1 € S, je suda nebo licha podle toho, zda je souc¢inem sudého nebo li-
chého podtu transpozic. Je-li I1 = (p1, Pa...., px) cyklus délky k, potom sgn IT = (-1)* %,
Dukaz:

Podle véty 5. 5. Ize permutaci II rozlozit alespon jednim zptisobem ve tvaru soucinu transpo-
zic Il =11 -T2z -...-Tr. Uzitim lemmatu 5. 7. a véty 5. 6. 1) dostdvame sgn II = (1), z &ehoz
plyne prvni ¢ast véty. Je-li IT = (p1, p2,..., Px), potom IT = (p1, px)-(P1, Pk_1)*-..*(P1, p2), @ odtud
sgn = (1) 1. o

Véta 5. 9. Mnozina A, vSech sudych permutaci mnoziny M = {1, 2,..., n}, n > 2, tvofi pod-
grupu symetrické grupy S, indexu 2 (tedy je to normalni podgrupa).

Dukaz:

Mnozina A, je uzaviena vzhledem k operaci ,,-“, nebot’ soucin dvou sudych permutaci je opét
suda permutace, a tedy prvek mnoziny A,. Asociativnost je dédi¢na vlastnost, identicka per-

mutace | obsahuje 0 inverzi, je tedy suda a patii do A,. Inverzni permutace k sudé permutaci
n!

je také suda. Tedy A, je podgrupa Sp. Jelikoz sudych permutaci je polovina, je A, fadu B
a indexu 2, a tedy podle véty 4. 11. je normalni podgrupou grupy S,. O

Definice 5. 3. Podgrupa A, grupy Sp se nazyva alternujici grupa permutaci stupné n (nebo téz
alternujici grupa n prvki). Jisté Ay = S;.

Véta 5. 10. Je-li n > 2, pak mnozina transpozic {(1, p); p = 2,..., N} je mnozinou generatord
symetrické grupy S,. Je-li n > 3, pak mnozina cykla délky 3 {(1, 2, p); p = 3,..., n} je mno-
Zina generatorl alternujici grupy An.

Dikaz:

Kazdou transpozici (p, q) je mozno vyjadfit ve tvaru (p, q) = (1, p)-(1, q)-(1, p). Odtud na za-
klad¢ véty 5. 5. jiz dostavame prvni ¢ast véty. Obratme se nyni k alternujici grupé A,. Podle
véty 5. 8. lze kazdou sudou permutaci zapsat jako soucin sudého poctu transpozic. Pritom
(p, 9)<(r,s) =(p, q, N(q, r,s)ya(q, nN:(p, q) = (p, 1, q), takze mnozina vsech cyklu délky 3 je
mnozina generatori pro An. Jelikoz (p, q, r) = (1, r, p)<(1, p, q) a konetné (1, p, Q) =

=(1,2,09)(1, 2, p) (1,2, p), plyne odtud druhé tvrzeni. O

Lemma 5. 11. Necht’ H je podgrupa symetrické grupy Sp. Pak bud’ H € A, nebo je H sudého
fadu a obsahuje tyz pocet lichych permutaci jako sudych.
Dukaz: Viz [7].

Véta 5. 12. Permutace IT1, I12 jsou konjugované v grupé S, pravé tehdy, kdyz maji stejny po-

et cyklu kazdé délky.
Dukaz: Viz [6].
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Lemma 5. 13. Je-li permutace IT € S, k-¢lenny cyklus, potom k = o(IT).
Diikaz:
Necht' IT = (p1, p2,..., pk). Ukazeme, ze M = I, kde k je nejmensi kladné celé Cislo s touto
vlastnosti:
M(p) = 1, T2(p) = T(py) = pa, M(PK) = T(P2) = Pa,..., T () = TP 2) = Pe— 1,
() = M(Pk-1) = P

Z posledni rovnosti dostavame I = 1, coZ znamen4, ze o(I1) = k. O

Véta 5. 14. Rad permutace IT v grupé S,, ktera je soudinem navzijem nezavislych cykld, je
roven nejmensimu spoleénému nasobku délek jejich cyklu.

Dukaz:

Necht IT = I1-M2-....-TIm, kde II1, M2,...,[Im € S, jsou nezavislé cykly, Il je délky k;,
i=1,2,...,m. Podle lemmatu 5. 13. je o(Il:) = k;, 1% = I a hleddame nejmensi kladné celé ¢islo
ntakové, ze M" = 1: "= (1 - M2 -...-IIm)" = 1" - TI2" ... TIm" = |, tedy II1" = I, [12" = I,..., TIm".

Odtud dostavame, ze ki | n pro i =1,2,..., m. To ovSem znamena, ze N = nsn(ky, Ko, ..., Ky). O

Poznamka:
Nejsou-li cykly nezavislé, tak nemusi byt zaménitelné a fad permutace, ktera je jejich souci-
nem, se nemusi rovnat nejmensimu spoleénému nasobku jejich délek.

Véta 5. 15. Pro n = 5 je alternujici grupa A, jednoducha.
Dukaz: Viz [5].

Véta 5. 16. (Cayleyho) Kazda konecna grupa (G, -) fadu n je izomorfni s jistou podgrupou
symetrické grupy S, (neboli grupu (G, -) 1ze izomorfn¢ vnotit do grupy Sy).

Dukaz:

M¢jme danu grupu (G, -) fadu n. Jeji prvky ozna¢me ay, ay,...,an. Pro kazdé x € G ozname
Fx zobrazeni G do G, které¢ kazdému prvku a € G pfitazuje prvek ax, tj. (va € G) Fx(a) = ax.
Takové zobrazeni nazveme projekce grupy G (ur¢ena prvkem X). ProtoZze v G lIze kratit libo-
volnym prvkem, je kazda projekce Fy prosté zobrazeni (pro libovolné prvky a, b, X € G plati:
je-li Fx(a) = Fx(b), pak ax = bx, a tedy a = b). Protoze G je struktura s délenim, je Fy zobrazeni
G na G (pro vsechna b, x € G existuje a € G tak, ze ax = b, tedy F«(a) = b). To znamena, ze
pro kazdé x € G je projekce Fy vlastné permutace mnoziny G, kterou diky oznaceni prvki z G
muzeme zapsat téz takto:

l:_(a1 a .. an)_(a1 az an
*“\aix azx ... anx) \ain aiz .. ai

), kde prok =1, 2,..., n je aj = aX, tedy
a) kazda projekce grupy G definuje jisté potadi (iy, ip,..., in) Cisel 1, 2,..., n.

Jsou-li X, y rizné prvky grupy G, je Fx(1) = x # Fy(1) =y, kde 1 je jednotkovy prvek grupy G.

Odtud ihned plyne, Ze

b) rtzné prvky grupy G urcuji rizné projekce grupy G (a tedy i poradi definovana témito
projekcemi jsou riizna).

Diky asociativnosti grupy (G, -) snadno ukazeme, ze

c) slozeni Fy - Fy projekcei Fy a Fy grupy G je opét projekce grupy G, pricemz plati:
(VX,y€G) Fy-Fy=Fy.
K tomuto ucelu zvolime libovolné prvky X, y, a € G a postupn¢ ukazeme:

(Fx- Fy)(a) = Fy(F«(a)) = Fy(ax) = (ax)y = a(xy) = Fx(a).
Protoze a je libovolny prvek grupy G, dostavame odtud ihned platnost celého tvrzeni c).
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Definujme nyni zobrazeni ¢: G — S, jez kazdému prvku X € G pfifadi permutaci
o(x) = (1 2 .. n

i1 i2 ln

Z b) ihned plyne, ze ¢ je prosté zobrazeni mnoziny G do symetrické grupy Sp. Staci tedy ové-

fit, ze ¢ ma vlastnost homomorfismu. Necht’ X, y jsou libovolné prvky z G a necht’
(1 2 .. n (1 2 .. n .
p(x) = (i1 . in)’ o(y) = (il j2 . jn)’ takZe pro odpovidajici projekce Fy, Fy
plati Fx(ax) = ai, Fy(ax) =aj, k=1, 2,...,n.

), kde (i1, ip,..., In) je pofadi definované projekci Fy podle a).

Pak dOStéVéme ny(ak) = (FX ¢ Fy)(ak) = Fy(Fx(ak)) = Fy(a|k) = a.jik, takie

w n
p(xy) = (11” ﬁz jin)‘ To v8ak je permutace slozena z permutaci @ (X) a ¢(y), nebot’

(1 2 .. n 1 2 ... ny (1 2 .. n
(p(X) : (P(y) - (ll iz .. ln) (I'l jz ]n) - (jil jiZ jin)'
Tedy @(xy) = @(X) - @(y), ¢imz je véta dokazana. O

Poznamka:
Budeme-li permutaci rozumét prosté zobrazeni jakékoliv (i nekoneéné) mnoziny na sebe, mu-
zeme prave dokdzanou vétu vyslovit v obecnéj$im tvaru, coz ilustruje nasledujici véta.

Véta 5. 17. Libovolna grupa (G, -) je izomorfni s jistou podgrupou grupy vsech permutaci
mnoziny G.

Poznamka:
Kazda podgrupa symetrické grupy S, se nazyva permutacni grupa. Permutaéni grupou se vsak
nazyva i kazda podgrupa permutaci nekone¢né mnoZiny.

Véta 5. 18. Necht’ (G, ) je struktura s kracenim, s dé€lenim a s jednotkovym prvkem. Potom
(G, +) je asociativni, pravé kdyz skladani zobrazeni je operaci v mnoziné vSech projekci Fy
struktury (G, ).

Dikaz:

Necht struktura (G, *) je s kracenim, s délenim a s jednotkovym prvkem.

,—*“: Pfedpokladejme, Ze (G, ) je asociativni. Pak G je grupou a podle bodu c) dikazu véty
5.16. (¢i — v ptipadé nekoneéné mnoziny G — analogicky podle véty 5. 17.) tvrzeni
plati.

,,»&"“: Predpokladejme, ze skladani zobrazeni je operaci v mnozin¢ vsech projekci v G. Pak
k libovolnym prvkim X, y € G musi existovat z € G takové¢, ze Fy-Fy = F,, neboli
(Fx-Fy)(@) = F;(a) pro kazdé¢ a € G. Podle definice skladani zobrazeni a definice
projekce pak pro jednotkovy prvek 1 struktury G dostavame (Fy - Fy)(1) = Fy(F«(1)) =
= Fy(x) = xy, F;(1) = z, tedy xy = z. To ovSem znamena, ze Fy - Fy = Fyxy. Zvolme nyni
libovolné prvky X, y, z € G. Pak plati x(yz) = Fy.(X) = (Fy - F2)(X) = F(Fy(X)) = F«xy) =
= (xy)z. Tedy struktura (G, -) je asociativni. (J

Poznamka:

V ptipad¢ konecnych struktur (G, -), jejichz operace je zadana multiplikativni tabulkou, lze
vétu 5. 18. uzit pii oveéfovani asociativnosti operace ,,-*“.
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2. 6. Grupy symetrii

Symetrie Gtvaru v roving, resp. v prostoru, je shodné zobrazeni roviny, resp. prostoru, které
zobrazi dany objekt na sebe.
Grupa symetrii objektu je pak mnozina vSech symetrii tohoto utvaru spolu s operaci skladani
symetrii.
Skute¢né jde o grupu:

- slozenim dvou symetrii je opét symetrie,

- skladéani zobrazeni je asociativni,

- neutralnim prvkem je identické zobrazeni |, které ponechava dany utvar na miste,

- symetrie jsou vlastn¢ bijekce, proto musi ke kazdé symetrii nutn¢ existovat symetrie

Inverzni.

Mezi grupami symetrii V roviné zaujimaji vyzna¢né postaveni tzv. dihedralni grupy, jimiz se
budeme v dal$im zabyvat.

Dihedralni grupa D, je grupa symetrii pravidelného n-tihelniku, tedy mnozina vsech symetrii
pravidelného n-tthelniku pro n > 3 spolu s operaci skladani.

Pti ur€ovani poctu symetrii pravidelného n-uhelniku je zfejmé, Ze mame
. ., , .. , 2km i
* N rotaci: pravidelny n-thelnik Ize oto¢it o thel — kde k = 0,..., n — 1, okolo svého
stfedu tak, aby se zobrazil opét sam na sebe (pro k = 0 jde o identickou symetrii);

* nosovych soumérnosti, a to jak pro liché, tak i sudé n:
> liché n:
- osy prochazejici kazdym vrcholem a stiedem protilehlé strany (celkem n),
» sudén:
- osa pro kazdou dvojici protilehlych vrchold (celkem n/2),
- osa pro kazdou dvojici protilehlych stfedu stran (celkem n/2).

Tedy grupa D, obsahuje minimaln¢ 2n symetrii.

Oznac¢me vrcholy pravidelného n-tihelniku postupné €isly 1, 2,..., n. Kazda symetrie je potom
uréena tim, jak zobrazuje vrcholy 1, 2,..., n tohoto n-thelniku.
Tedy dihedralni grupa D, je podgrupou symetrické grupy Sn, nebot’ se sklada pravé z téch
permutaci mnoZiny {1, 2,..., n}, které vzniknou, kdyz ¢isly 1, 2,..., n o¢islujeme vrcholy pra-
videlného n-tihelniku a poté uvazujeme vSechny jeho symetrie.

Oznac¢me:
21
= R... otoCeni (rotace) o thel Py okolo stiedu n-uhelniku v kladném sméru
= O... osova soumérnost podle osy prochazejici vrcholem 1 (tzv. zrcadleni)

Rotace vzdy zachovavaji potadi vrcholl 1 jejich smér.
Osova soumérnost naproti tomu vzdy meéni smér. Dvoji zménou potadi dostaneme ptvodni
potadi (O ° O = 1). Navic sloZzenim libovolnych dvou zrcadleni dostaneme rotaci.

Vezmeme-li rotaci R a osovou soumérnost O, pak celou grupu D, vygenerujeme jen s jejich

pomoci. Plati:
R'=1,0%=1,R°0=0¢R"* (tzv. definujici relace).

Symetrie R je fadu n, symetrie O a slozena symetrie R ° O je fadu 2.
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Jak jiz bylo fe¢eno, kazda symetrie je urcena tim, jak zobrazuje vrcholy 1, 2,..., n pravidel-
ného n-uhelniku. Potom pokud néjakou symetrii zobrazime vrchol 1 na vrchol i, symetrie bud’
zachovava cyklické pofadi vrcholt a je rovna R' ~ %, nebo pofadi obraci a je rovna O o R' ~*
Proto tad grupy Dy je roven praveé 2n a jeji prvky maji tvar:
ILR,R%R%...,R" % 0,0°R,0°R*,0°R%...,0-R" .
Tedy pro dihedralni grupu plati:
=[R,0]={0-R%0<k<n,je{0,1} ke Z}.

ro urceni sloZeni libovolnych dvou symetrii grupy D, pouzivame Cayleyho (multiplikativni
P ceni sloZeni libovolnych d i D zivame Cayleyh Itiplikativni
tabulku. Vyuzivame pfitom faktu, ze
R"=1,0%=1apro libovolnéi,0<i<n,jeR-O=0-R""".
(Odvozeni:
i O RilOR O Riloo Rn l_RiZOR O Rn 1—Ri2°O Rn—loRn—l
_RIZOO an RI3°R O an RI3OO Rn 10Rn2 RI3 OORn—S:
=R 0-R""=0-R"" '.)

Pii skladani symetrii postupujeme takto:

. R' RI=RIWTN 0 j <m;

« R.O-R=0QoRI-Dmedn R-0-R=R-0)-R=0-R""-R=z=0-R'-R =
_o RI-T=0oRI-DMIM 5 <j j<n;

= OcRoR=QoRIMIMIN g < j<n;

= OoR QR =RID™MINGoRcO-R =0 (R c0OcR)=00c0Q0cRI-DMAN=
=RU-Dmodm ‘g < j j < n.

Poznamka:
x mod n znaci zbytek po déleni ¢isla X ¢islem n, tj. 0 < x mod n < n.

Cayleyho tabulka pro grupu Dy:

° | R R? R"! 0 O-R O-R* ... O-R"!
| | R R? R o) O-R O-R* ... O-R"
R R R? REmedn | O-R"' O O-R ... 0eR"?
R? R? REMdn  gAmedn R O°R"2 0-R"! O ... OeR"3
R"1 R R R""2 0O¢R 0Q¢R? QoR¥™" | 0
0 O O0°R O0-R . 0eR™M R R? .. R
O-R O°R 0-°R?* QoR¥™I" | 0 R"? | R .. R"?
O°R* | 0-R* O-R*™" QoR*™I" QR R™2  RM! | ... R®
O°R"'| O-R"' O O-R ... 0°R"? R R? REmodn |
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Podgrupy Dy:
Kazda podgrupa dihedralni grupy D, je generovana maximaln¢ dvéma prvky. Dostadvame jen
tfi druhy podgrup grupy symetrii D, pravidelného n-tthelniku:
= {I,R,R,...R"} pro kazdé j | n,
= {I,0- R'E pro vSechna 0 < i <n,
= LR R*...R" 0RO R*M OoR*™M . OoR" *"™ prokazdé k | n a kazdé
0<h<k

Poznamka:
Podgrupy D, viz [8].
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2. 7. Homomorfismy grup

S homomorfnim a izomorfnim zobrazenim algebraickych struktur s jednou binarni operaci
jsme se seznamili v 1. kapitole. Nyni se zamé&fime ¢isté na homomofismy a izomorfismy grup.

Definice 7. 1. Necht' ¢ je homomorfismus grupy (G, -) na grupu (H, ), jejiz neutralni prvek
je 1". Potom mnozina Ker ¢ = Jyo = {X € G; ¢(X) = 1"}se nazyva jddro homomorfismu ¢.

Definice 7. 2. Necht' ¢ je homomorfismus grupy (G, ) na grupu (H, -), K podmnozina v H.
Mnozina ¢_1(K) = {X € G; ¢(X) € K} (€ G) se nazyva tplny vzor mnoziny K pfi homomor-
fismu ¢. Je-li L podmnozina v G, pak mnozinu ¢@(L) = {¢(y) € H; y € L} (€ H) nazyvame
obrazem mnoziny L pfi homomorfismu ¢. Obraz celé grupy G (tedy ¢(G)) nazyvame obra-
zem homomorfismu ¢ a znac¢ime Im ¢.

Poznamka:
Z definice 7. 2. je zfejmé, ze specialné mnozina ¢_1({1'}), kde 1" je neutralni prvek v H, je
jadro homomorfismu ¢.

Véta 7. 1. Necht’ ¢ je homomorfismus grupy (G, ) na grupu (H, -). Pak ¢ je izomorfismus,

pravé kdyz Ker ¢ je jednoprvkova mnozina, tj. kdyz Ker ¢ = {1}, kde 1 je neutralni prvek

grupy G.

Diikaz:

=" Pfedpokladejme, ze ¢ je izomorfismus, tj. injektivni zobrazeni. Jsou-li X, y € Ker ¢
libovolné prvky, pak @(X) = 1” = ¢(y), kde 1” je neutralni prvek v H. Odtud jiz
dostavame rovnost X =y, nebot’ ¢ je injekce. Tedy Ker ¢ je jednoprvkova mnozina.

,&"“: Predpokladejme, ze ¢ neni prosté zobrazeni. Pak existuji prvky X, y € G takové, ze
X %y a zaroven @(X) = @(y). Protoze X #y, je také xy * # 1 (kdyby xy™ = 1, pak
(xy )y = 1y, neboli x(y'y) =y, takZe x = y). Pfitom ale plati p(xy ™) = @(X)p(y™") =
=)@ (y) = (X)¢ *(x) = 1". To znamena, 7e¢ Ker ¢ vedle prvku 1 obsahuje jests
prvek xy %, a neni tedy jednoprvkovou mnozinou. O

Véta 7. 2. Necht ¢ je homomorfismus grupy (G, -) na grupu (H, -). Pak plati:
1) Je-li K podgrupa Vv H, je ¢ _1(K) podgrupa v G.
2) Je-liK=2H,jep1(K)2G.
3) Ker¢p =2G.
4) Je-li L podgrupa v G, je ¢(L) podgrupa v H.
5) Im ¢ je podgrupa v H.
6) Je-liL=2G,jeo(L)2Imoe.
Diikaz:
1) Piedpokladejme, ze K je podgrupa v H.
- 9a(K) S G, paK) =0 (p(1)=1" €K, proto 1 € ¢_1(K)).
- Jsou-li X, y € @_1(K) libovolné prvky, pak ¢(x), ¢(y) € K, takze @(xy™?) =
= (X)) = ()@ (y) € K. To znamena, Ze xy — € ¢_1(K).
Tedy ¢ 1(K) je podgrupa v G.

2) Necht K 2 H. Podle 1) je ¢_1(K) podgrupa grupy G. Jsou-li g € G a x € ¢_1(K) libo-

volné prvky, je 9(gxg™) = @(@)e(\)9(g ™) = ¢(@)@(X)¢ (9) € K, nebot’ K = H, takze
gxg ™ € ¢_1(K). Proto ¢_1(K) 2 G.

3) Plyne okamzit¢ z 2).
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4) Ptedpokladejme, ze L je podgrupa v G.
- @eL)SH @L)#=0 (LelL,protop(l)=1" € ¢(L)).
- Jsou-li x, y € ¢(L) libovolné prvky, pak existuji X3, y1 € L tak, ze X = ¢(X1),
y = @(y1). Odtud xpy; ™ € L, takze mame Xy " = @(x1)¢ '(y1) = p(x1)p(y1 ) =
= p(xay1 ) € o(L).
Tedy ¢(L) je podgrupa v H.

5) Plyne bezprostiedné ze 4), staci volit L = G.

6) Necht L 2 G. Podle 5) a 4) je ¢(L) podgrupa grupy Im ¢. Jsou-lig € Imgp ax € (L)
libovolné, pak existuji g; € G, X1 € L tak, Ze g = ¢(gy), X = ¢(x1). Potom je gxg* =
= p(@)e(x)9 (1) = @@)P(x)9(9: ) = @(g1x:01 ) € @(L), nebot’ gixags * € L.
Tedy o(L) 2 Im¢. O

Véta 7. 3. Necht’ (G, -) je grupa, N normalni podgrupa grupy G. Pak faktorova grupa (G/N, -)
je homomorfnim obrazem grupy (G, ).
Dukaz:
Necht jsou splnény piedpoklady véty. Vytvoime faktorovou grupu G/N a definujme zobra-
zeni:
¢:G— G/N

(Vx€eG) ¢(x) =xN

- @ jesurjekce,

- (VX Yy€EG) @(xy) =xyN = (xN)(yN) = ¢(X)(y) — splnéna podminka homomorfismu.

Tedy ¢ je homomorfismus grupy G na grupu G/N. O

Poznamka:
1) Homomorfismus ¢ grupy G na jeji faktorovou grupu G/N (viz véta 7. 3.) se nazyva
kanonicky homomorfismus.
2) Jadro kanonického homomorfismu ¢ je totozné s normalni podgrupou N grupy G:
Ker o ={x € G; ¢(X) =N} ={x € G; XN =N} =N.

Véta 7. 4. (véta o izomorfismu pro grupy) Necht' grupa (H, -) je homomorfnim obrazem
grupy (G, -). Pak v grupé G existuje normalni podgrupa N tak, ze faktorova grupa (G/N, ) je
izomorfni s grupou (H, ).
Diikaz:
1) Necht ¢ je homomorfismus G na H. Polozme N = Ker ¢. Pak N je normalni podgrupa
(vizvéta 7. 2. 3)), lze tedy vytvoftit faktorovou grupu G/N.
2) Ukazeme, ze piedpis (V XN € G/N) (xN) = ¢(x) definuje izomorfismus G/N na H.
- Necht xN, yN € G/N libovolné takové, ze XN = yN; pak podle véty 4. 3. mame
y X € N = Ker ¢, tedy ¢(y'x) = 1’ (1" je neutralni prvek v H). ProtoZe ¢ je
homomorfismus, dostavame @(y )o(x) = @ 1(y)e(x) = 17, takze @(x) = @(y),
t]. Y(XN) = P(yN). Vyse uvedené vztahy jsou ekvivalentni, vyjdeme-li tedy
z rovnosti P(XN) = P(yN), dostaneme postupné az XN = yN. To ovSem zna-
mena, ze Y je zobrazeni, které je injektivni.
- Zvolme libovolny prvek y € H; protoZe ¢ je zobrazeni G na H, existuje x € G
tak, ze y = @(X). Zaroven ale ¢(X) = Y (xN), tudiz k prvku y € H existuje prvek
XN € G/N tak, ze y = y(xN), tj. Y je surjekce.

- Ziejme 1 je zobrazeni celé mnoziny, tedy bijekce.
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- Jsou-li XN, yN € G/N libovolné, je P (XNyN) = P (xyN) = @(xy) = @(X)@(y) =
= Y (XN)y(yN) — splnéna podminka homomorfismu.
Tedy o je izomorfismus faktorové grupy G/N na grupu H. O

Vzhledem k tomu, co jiz bylo fe¢eno o souvislosti mezi normalnimi podgrupami a jadry ho-
momorfismu, 1ze vétu 7. 4. formulovat téz takto:

Véta 7. 5. Necht' ¢ je homomorfismus grupy (G, -) na grupu (H, ), Ker ¢ jadro homomor-
fismu. Pak (G/Ker ¢, -) = (H, -).

Véta 7. 6. Necht' (G, *) je grupa a g € G je libovolny pevné zvoleny prvek. Pak zobrazeni
9% G — G definované pro kazdé x € G predpisem @%(x) = g 'xg je automorfismus grupy G.
Diikaz:
- Pro libovolné X, y € G je ¢%(xy) = g(xy)g = (97x9)(9 '¥9) = @°()°(y), takze
¢% G — G je homomorfismus.
- Prokazdé x € G je ¢%gxg ) = g (gxg H)g = x, &ili ¢? je surjekee.
- Ziejmé& ¢ je zobrazeni celé mnoziny.
- Kerp9={x € G; ¢%x) =1} = {x € G; g 'xg = 1} = {1} (nebot g *xg = 1, pravé kdyz
Xg = g, tj. kdyz x = 1). To znamena, Ze ¢ je injekce.
Tedy ¢? je automorfismus grupy G. O

Definice 7. 3. Je-li (G, -) grupa, pak se pro kazdy prvek g € G automorfismus ¢° nazyva
vnitini automorfismus grupy G urceny prvkem g.

Poznamka:
1) Mnozinu vSech automorfismi grupy G znafime symbolem Aut G, mnozinu vSech
vnitinich automorfismt symbolem In G.
2) Mnozina Aut G spolu s operaci skladani zobrazeni, tj. (Aut G, °), je grupa.

Véta 7. 7. Je-li (G, -) grupa, pak mnozina In G spolu s operaci skladani zobrazeni je normalni
podgrupa grupy (Aut G, ).
Dukaz:
1) Ukazeme, Ze In G je podgrupa Aut G.
- Ziejm& In G S Aut G; In G # @ (pro kazdé x € G je 17'x1 = X, tj. p*(x) = x, &ili
p'=1€InG).
- Pro kazdé tfi prvky g, h, X € G mame (¢ ° @")(x) = ¢"(@%(x)) = ¢"(g xg) =
=h(g'xg)h = (h g )x(gh) = (gh) "x(gh) = p*'(X), tedy ¢° - " = 9™ € In G.
- Neutralnim prvkem je ¢’ =1 € In G.
- Asociativnost operace ,,°“ na mnoziné In G plyne z téze vlastnosti na mnoziné
Aut G (dédicné vlastnost); nebo také z toho, Ze skladani zobrazeni je obecné
asociativni.
- Je-li g € G libovolny prvek, existuje g € G a plati % % = 9%t = p' = |
ataké ¥l =¥ = = 1. Tedy %' = (0% ' € InG.

2) Necht a € Aut G, ¢° € In G libovolné. Pak pro kazdé x € G mame (a ™ ° ¢ a)(x) =
= a(@(@’()) = a(@ a0 9) = a(@?) - a(@(x) -a(@) = a’(g) x - a(g) =
= *Ox): tedy a o 9% a = %9 € In G. To viak znamena, 7e In G < Aut G. O
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Poznamka:
1) Zobrazeni ¢% G — G definované pro kazdé x € G a pro pevné zvolené g € G predpi-
sem ¢%x) = g 'xg se také nékdy nazyva konjugace (nebot prvky X, ¢@%(x) jsou
konjugované v grupé G).

2) Je-li (G, -) komutativni grupa, pak ¢ =1 (Vg€ G) (VX € G) ¢(X) =g xg=xg'g=
=X, 4. 9%(x) = 1(x)).

3) Necht H je podgrupa a ¢ endomorfismus grupy G. Rikame, Ze podgrupa H je
invariantni vi¢i homomorfismu ¢, pravé kdyz pro kazdé h € H je ¢(h) € H, neboli
@(H) € H.

4) Podgrupa H je normalni podgrupou grupy G, pravé kdyz H je invariantni vici vSem
vnitfnim automorfismiim grupy G (H 2 G, praveé kdyz pro kazdé g € G a kazdé x e H
je g7'xg € H, tj. kdyz @%(x) € H).

5) Jestlize podgrupa H je invariantni vii¢i vS§em automorfismim grupy G, pak se nazyva
charakteristickd podgrupa grupy G. Je-li H invariantni vi¢i vSem endomorfismim
grupy G, pak se nazyva uplné charakteristickd podgrupa grupy G.

6) Ziejm¢ kazda Uplné charakteristicka podgrupa je jiz charakteristicka a kazda
charakteristicka je normalni podgrupa.

7) Cela grupa G a jednotkova podgrupa {1} piedstavuji piiklady Gplné charakteristickych
podgrup.

Definice 7. 4. Necht' (G, -) je grupa. Mnozina C(G) = {g € G; gx = xg pro kazdé x € G} se
nazyva centrum grupy G.

Véta 7. 8. Je-li (G, -) grupa, pak C(G) je charakteristicka podgrupa grupy G a kazda podgrupa
H takova, ze H € C(G), je normalni v G.
Dukaz:
1) Ukazeme, ze C(G) je podgrupa v G.
- Ziejmé C(G) € G; C(G) # @ (pro kazdé x € G je 1x = x1, tj. 1 € C(G)).
- Jsou-li g, h € C(G) libovolné, pak pro kazdé x € G je gx = xg a hx = xh, a tedy
také xh* = h™'x. Potom vak (gh)x = g(h™x) = g(xh*) = (gx)h™* = (xg)h * =
=x(gh™), takze gh™* € C(G), a podle véty 2. 4. je C(G) podgrupa v G.

2) Je-lig e C(G) a ¢ € Aut G, pak pro libovolné y € G existuje x € G tak, ze y = ¢(x),

nacez dostavame @(Q)y = @(9)@(x) = ¢(9x) = (xg) = ¢(x)¢(9) = y¢(g). Odtud jiz je
@(9) € C(G), neboli C(G) je invariantni vic¢i kazdému automorfismu ¢ € Aut G. To
ovsem znamena, ze C(G) je charakteristicka podgrupa grupy G.

3) Jestlize H je podgrupa v G takova, ze H € C(G), pak pro kazdé g € Gah € H € C(G)
je gh =hg, nebolig*hg=h e H. Odtud H 2 G. O

Véta 7. 9. Pro kazdou grupu (G, -) plati izomorfismus G/C(G) = In G.
Definice 7. 5. Je-li (G, -) grupa a X, y prvky z G, pak se prvek x'y'xy nazyva komutétor
(usporadané) dvojice prvku X, y. Podgrupa G” grupy G generovana mnozinou vsech komuta-

tort se nazyva komutant grupy G.

Véta 7. 10. Pro kazdou grupu G je komutant G” uplné charakteristicka podgrupa grupy G.
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Véta 7. 11. Necht' G je komutativni grupa. Potom C(G) = G a komutant G” = {1}.

Poznamka:
Dutkazy vét 7. 9. — 7. 11. uvedeny v [7].

Zabyvejme se nyni homomorfismy cyklickych grup. Necht' tedy G = [a] je cyklicka grupa
fadu n s neutralnim prvkem 1 a H = [b] cyklicka grupa fadu m s neutralnim prvkem 1°.

1) Je-li ¢: G — H homomorfismus grup, pak plati:
= @(a)=y, kdey€eH,
= o) =9@")=9¢"@=y"=1,
" (VXEG) o(X)=¢p(@)=g'@ =y kdel €z,
* [¢p(a)] € H, nebo [¢(a)] = H (v takovém piipadé je ¢ epimorfismus).

Kazdy homomorfismus cyklické grupy je jednoznaén€ urcen obrazem jejiho genera-
toru. Chceme-li tedy nalézt vSechny homomorfismy ¢: G — H, musime ur¢it obraz
generatoru a grupy G, tj. ¢(a) =y € H tak, aby y" = 1". Pomoci ¢(a) pak pro kazdé
X € G ur¢ime ¢(x).

Poznamka:
Jestlizem|n,pakn=mgay"=y™=(y"i=1)"=1"
Homomorfismt ¢: G — H je pravé tolik, kolik prvkd ma grupa H.

2) Uvazujme endomorfismus ¢: G — G.
= (VYyeG) y'=@)=a"=@"'=1'=1.
Endomorfismt grupy G existuje pravé tolik, kolik ma grupa G prvk.

3) Necht ¢: G — G je automorfismus. Obrazem generatoru musi byt také generator,
takze mame:
= ¢(a) =a“ kde k € Z, nsd(k, n) =1 (viz véta 3. 11),
= (VXEG) ¢p(X) = 9(@)=9¢'(@) = (@) = a'= (@) =x"
Automorfismu grupy G je tedy pravé tolik, kolik ma grupa G generatora.

4) Uvazujme endomorfismus ¢: (Z, +) — (Z, +), Z = [1] = [-1].
» @p(l)=y,kdey€Z,
* (VX€EZ) p(X) = p(x-1) =x- ¢(1) =x-y.
Endomorfismi grupy Z existuje nekone¢né mnoho.

5) Necht ¢: (Z, +) — (Z, +) je automorfismus.
» @(1)=vy,Y € Z, a zaroven y musi byt generator grupy Z, proto mame ¢(1) =1
a 2(1) =-1,
" (VXETZ) pi(X) =x-1 =X, @2(X) = x:(-1) = —x (viz 4)).
Tedy Aut Z = {@1, 2} = (Z2, ®@).
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3. Sbirka prikladi

3. 1. Algebraické struktury s jednou operaci

3. 1. 1. ReSené piiklady

Piiklad 1. 1. 1:

Uved'te, kolika zptisoby je mozné definovat binarni operaci v mnoziné X = {a, b, c, d}.
Reseni:

Mnozina X je kone¢na (Ctyfprvkova), proto lze operaci v X zadat Cayleyho tabulkou. Pocet
viech navzajem riiznych binarnich operaci, jez lze definovat v mnoZing X, je roven 4, nebot’
do kazdého z Sestnacti poli tabulky miizeme zapsat libovolny ze ¢tyt prvkd dané mnoziny.

Piiklad 1. 1. 2:
Je ddna mnozina M a pfedpis ,,**“. Rozhodnéte, zda tento pfedpis definuje operaci v mnozing
M, jestlize:
a) M={-1,0,1}, x*xy=x+Yy,
b) M=N, Xx*xy=x-Yy;
c) M=R-{-1}, x*xy=x+y+Xxy,
d M={x€eZ,x=2k,KEZ}, x*xy=
e) M=R, x*xy=tg(X+2y).
Reseni:
Aby ptedpis ,,** definoval operaci v M, musi byt mnoZina M uzaviena vzhledem k ,,*%, tj.
musi platit X * y € M pro kazdé X, y € M.
a) Napt.prox=1€eM,y=1€Mmamex*xy=1+1=2¢& M, tedy piedpis ,,** nedefi-
nuje operaci v M.

x+Yy,
2 !

b) Napft. pro pfirozena Cisla x =2,y =4 mame x *y = 2 — 4 = -2 & N, takze ptedpis ,,**
nedefinuje operaci v M = N.

c) Jsou-li X, y € R libovolné, pak xy € R, a tudiz také X + y + xy € R. Protoze ale
uvazujeme mnozinu M = R — {1}, musime je$té urcit, pro ktera X, y € R nastane
X*y=-1:

Xxy=-lox+y+xy=-lex+y+xy+1l=0= x+1)+yl+x)=0 =

S xX+1)(y+1) =0 x=-1vy=-1 Tedy pokud je x # —1 a zaroven y # -1, je
také x xy # —1, neboli x *y € R — {-1}. To ovSem znamena, ze ptedpis ,,** definuje
operaci v M.

d) Napf.prox=20€M,y=-2€Mjex+y=222=9¢ M, Predpis ..+ tudiz nedefi-

nuje operaci v M.

sin (x + 2y)

€) Protoze X xy =tg (X + 2y) = musi byt cos (x + 2y) # 0, tj. x + 2y # g + Kk,

cos (x +2y)’
kde k € Z. Napft. ale pro x = g, y = m dostavame X + 2y = g + 2m, tedy predpis ,,**
nedefinuje operaci v M.

Priklad 1. 1. 3:

Necht’ operace ,,0“ je v mnoziné¢ R definovand takto: x o y = Xy — 4x — 4y + 16. Najdéte
vSechna X € R tak, Zze (3 o X) o (3 0 x) =0.
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Reseni:

3ox=3x-12-4x+16=—x+4

(Box)o(Box)=(X+4)o (x+4)=(x+4)?—4(-x+4)—4(-x+4)+16=0
X*—8Xx+16+4x—16+4x—-16+16=0

x> =0=x=0.

Priklad 1. 1. 4:
Méjme strukturu (M, A), kde M = Z X Z a operace ,,A“ je definovana takto:
(V (X1, Y1), (X2, Y2) € M) (X1, Y1) A (X2, Y2) = (X0 + X2, Y1 - Y2).
Zjistéte, zda struktura (M, A) je struktura s neutralnim prvkem.
Resent:
Struktura (M, A) je s neutralnim prvkem, pravé kdyz plati:
(3 (Xes Ye) EM) (V (X, Y) EM) (X, Y) A (Xey Ye) = (Xes Ye) A (X, Y) = (X, Y)-
Protoze sCitdni a ndsobeni celych ¢isel je komutativni, staci ovéfit pouze jeden z téchto
vztahtl, napt. (X, Y) A (Xe, Ye) = (X, Y). Musi tedy platit (X + Xe, ¥ * Ye) = (X, Y), takZe dostavame:
- X+ Xe =X, tedy xe =0,
- YrYe=y tedyye=1(proy #0).
Protoze Y. = 1 pro nenulova y, musime jesté ovéftit, ze usporadana dvojice (0, 1) je neutralnim
prvkem také pro (x, 0) € M libovolné:
- (x,04(@,1)=(xx+0,0-1) =(x,0).

Tedy (0, 1) je neutralnim prvkem struktury (M, A).

Poznamka:
Pokud bude dana struktura komutativni, budeme pii ur¢ovani dalSich vlastnosti této struktury
(jiz bez upozornéni) vzdy ovétovat pouze jeden z defini¢nich vztahli dané vlastnosti.

Piiklad 1. 1. 5:
V mnozin¢é G = {a, b, ¢, d} je dana operace ,,0 tabulkou. Rozhodnéte, zda je grupoid (G, o)
komutativni, resp. asociativni, resp. jestli ma neutralni prvek.

Y olabcd b) olabed
alcabd alabcd
blcabd bibcbd
clcabd cjcchd
dlcabd d{dddd

Reseni:

a) Struktura (G, o) neni komutativni, neni asociativni (napi. a o (b oc)=aob =a, ale
(a o b)oc=aoc=Db)anema neutralni prvek.

b) Struktura (G, o) neni komutativni, ma neutralni prvek a. Protoze G je strukturou
s neutralnim prvkem a také s agresivnim prvkem (= prvek d), sta¢i ové&fit asociativ-
nost operace ,,0“ pouze pro prvky b, ¢ (viz kapitola 2. 1., poznamka na stran¢ 14).
Napt.bo(boc)=bob=c,ale(bob)oc=coc=hb,tedy G neni asociativni.

Poznamka:

Jak pozname vlastnosti konecné struktury, jejiz operace je zadana Cayleyho tabulkou, je uve-
deno v kapitole 2. 1., str. 14.
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Priklad 1. 1. 6:
Je dan grupoid (G, *). Rozhodnéte, zda je tento grupoid komutativni, resp. asociativni, resp.
zda ma neutralni prvek, jestlize:

8) G=Q, x*y=(x- 1) (y—1);

b) G=R", xxy=

Reseni:
Nejprve vzdy uvedeme vztah, ktery musi platit, aby byla struktura (G, *) komutativni, resp.
asociativni, resp. s neutralnim prvkem, a poté jej ovefime (takto budeme postupovat
i v dalSich ptikladech na urCovani vlastnosti algebraickych struktur).
a) G=Q, xxy=(x-1)(y-1)
- Komutativnost:
(VX YyEQ) x*y=y*X
X*xy=(X-21)(y-1)=(y—-1)(x—1) =y *x, tedy (Q, *) je komutativni.
- Asociativnost:
(VXY Z€Q) (X*y)*z=Xxx(y*2)
L=(xx*y)*z=[x-1)(y-D]*z=[x-1)-(y-1)-1]-(z-1) =
=x-1D)-(-D(z-1)-(z-1)
P=xx(y*z)=x*[(y-1)-z-1)]=x-1)y-1)z-1)-1]=
=x-1D)-(y-D(z-1)-(x-1)
-napt.prox=1,y=2,z=3jeL # P (L=-2,P =0), tj. (Q, *) neni asociativni.
- Neutralni prvek:
FeeQ)(VxeQ) xxe=x

x2+y

(x-1)(e—-1)=x
xe—e—x+1=x
e(x-1)=2x-1

e= % (prox # 1)
- protoze neutralni prvek nesmi zaviset na jinych prvcich dané struktury, nema
(Q, *) neutralni prvek.
—_ + — Xy
b) G=R", xxy= prp
- Komutativnost:
(V X,y € RY) X*y y*x

X*Yy= xzx:]y = +x2 =y * X, tedy (R", ) je komutativni.

- Asociativnost:
(VX y,z€R) (X*y)*z=X*(y*z)

Gz 22
L= () 2= (2 e p =

2 2 2
x2 +y2 (x2+y) +2z
P=xx (Y r2)=xs () = Ex
2 2 2 2
Ve +z x +(y +ZZ)

-napf.prox=1,y=fl,z=21eL;tP(L=fli7,P=f;—g), tj. (R", *) neni

asociativni.

- Neutralni prvek:
(e €R)(VXERY) x*xe=x
xe

x2+e2
xe = X(x% + e?) = e =x? + e? (pro x # 0), tedy (R", *) nema neutralni prvek.
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Piiklad 1. 1. 7:
Dokazte, ze dana pologrupa (G, *) ma neutralni prvek. Dale pak naleznéte kazdy prvek z G,
k némuz existuje prvek inverzni, a tento inverzni prvek urcete, jestlize:
8) G=Q, x*xy=x+y-xy,
b) G =Z, operace ,,x* je nasobeni zbytkovych tiid podle modulu 7, tj. operace ,,®*.
Reseni:
Ob¢ struktury jsou komutativni.
8) G=Q, x*xy=x+y-xy
- Neutralni prvek:
3eeQ)(VXeEQ) xxe=x
X+e—-Xe=X
e(1-x)=0,tedye =0 (prox # 1)
- musime jesté ovétit, Ze 0 je neutrdlnim prvkem také pro x = 1:
1x0=1+0-1-0=1, tedy e =0 je neutralni prvek v (Q, *).
- Inverzni prvky:
(VXEQ)(@XEQ) x*xx=¢e
X+x—-xx=0
X+x(1-x)=0
X

— _x
x——l_x —E(DI’OX¢1)

-tedy (VxeQ-{1}) x= ﬁ, k ¢islu x = 1 inverzni prvek neexistuje.

b) Sestavime pro pologrupu (Z;, ®) Cayleyho tabulku, z niz ur¢ime neutralni prvek
a inverzni prvky:

(3 9 1 E E f E E - Neutralni prvek: 1.

9 9 9 9 9 9 9 9 - Inverzni prvky:

1 9 1 E E f E 9 Prvek 1 je sam k sob& inverzni, prvek 6 je sam
210246135 Kk sob¢ inverzni, dale pak navzajem inverznimi
3/0362514 prvky jsou dvojice: 2, 4; 3, 5.
410415263 K prvku 0 neexistuje inverzni prvek.
50531642

6/0654321

Priklad 1. 1. 8:
Je dana mnozina G = {a, b, ¢} a ¢aste¢na tabulka operace ,,0“ v G.

Doplite tabulku tak, aby (G, o)
a) byl grupoid s neutralnim prvkem,
b) byl grupoid s inverznimi prvky,
c) byl komutativni grupoid,
d) byla grupa.
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Reseni:

a) b) c)
olabec olabec
alaca alaca
blabb blcbhb
clabec clabec

d) Tabulku nelze doplnit, nebot’ v kazdém fadku a v kazdém sloupci tabulky se kazdy
prvek mnoziny G musi vyskytovat pravé jednou (viz kapitola 2. 2., str. 20).

Poznamka:
Tuéné zvyraznény prvky, které mizeme volit libovolné.

Piiklad 1. 1. 9:
Urcete vlastnosti struktury (M, *) a jeji typ, jestlize:
a) M={0,1,2,3,4}, x*xy=|x-y|;
b) M= ]R+ — {1}' X*y= e(ln x)(In 3"),
c) M=P(A), A={1,2,3}, XxY=XNY, X, Y€EPA);
d M=Q, x*xy=2x+2y-5.
Reseni:
a) Sestavime pro strukturu (M, *) Cayleyho tabulku, ze které ur¢ime jeji vlastnosti:

*101234 - M je uzaviend vzhledem k ,,**.

0/l01234 - (M, x) je komutativni, s neutralnim prvkem 0, s inverz-
1110123 nimi prvky (kazdy prvek je sdm k sobé& inverzni).
2121012 - (M, *) neni s kracenim ani s (jednozna¢nym) délenim.
3132101

4143210

- Asociativnost:
(VX Y,ZEM) (X*y)*Z=X*(Yy*2)
L=(xxy)xz=|x=yl*z=|x-y|-2z,P=xx*(y*2) =x*|y—z[=[x—|y—2||
-napt.prox=1,y=2,z=3jeL# P (L=2,P=0),t. (M, *) neni asociativni.
Tedy (M, *) je komutativni grupoid s neutralnim prvkem a s inverznimi prvky.

b) M=R"—{1}, xxy=elnxUny
- Uzavienost:

(Vx,ye R" —{1}) x*xy e R"— {1}
Jsou-li X, y € R libovolné, pak In X, Iny € R, a tudiz také (In x)(In y) € R. Potom je
oviem e(" V(1Y) € R* Protoze uvazujeme mnozinu R* — {1}, musime uréit, pro
ktera X, y € R" nastane x * y = 1:
xxy=1le ey =1 o (Inx)(Iny) =0 INx=0viny=0=x=1V
vy=1 Pokud je x # 1 asouCasnéy # 1, jetaké x *y # 1, neboli x *y € R — {1};
tedy uzavienost plati.

- Asociativnost:

VXY, ZER —{1}) (x*y)*z=x*(y*z
y y y
L=(x*y)*z: [e(ln x)(In y)]*Z:a*Z:e(ln a)(In 2) :e[(ln x)(In y)](n z) —

= ¢InD)(n »)(n 2) de g = UnD)(n ),
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P=xx(y*z)=x* [N D] =xxp=elnnnb) = plnD[(ny)n2)] =
- e(ln x)(In y)(In z)’ kde b = e(ln y)(In z).

Tedy L =P, takze (R" — {1}, *) je asociativni.
- Komutativnost:

(VX yER" —{1}) x*y=yx*x

x*y=elnx)ny) = o(ny)nx) =y x tj. (R*— {1}, *) je komutativni.
- Neutralni prvek:

@AneR —{1H) (VXER —{1}) x*xn=x

e(ln x)(In n) — X

(Inx)(Inn) =In x

In n=1, tudiz n = e (j. Eulerovo ¢&islo) je neutralni prvek v (R* — {1}, *)
- Inverzni prvky:

(VXER -{1}) @x€R" —{1}) x*x=n

e(ln x)(In x) — e

(Inx)(Inx) =1

1

In% = —— tedy X = efn=, tj. (R"— {1}, *) je struktura s inverznimi prvky.
- Kraceni:

(VX y,ZER —{1}) x*xz=y*z=Xx=Yy

Xxz=y*z= eIn0)n2) = pnnn2) — (Inx)(Inz) = (Iny)(Inz) =

= Inx=Iny = x=vy, tj. (R" — {1}, =) je struktura s kracenim.
- Déleni:

VX, YER —{1}) @zeR" —{1}) x*z=y

e(ln x)(In z) — y

(Inx)(Inz) =Iny
Inz= E—i tedy z = eiﬁ_i, tj. (R* — {1}, *) je struktura s délenim, a to s jednoznac-
nym délenim (pro kazdé x, y € R" — {1} existuje pravé jedno z € R" — {1} tak, ze
X*2Z=Y).

Tedy (R* — {1}, *) je abelovska grupa.

Poznamka:

ProtoZe grupa je struktura s kracenim a s (jednoznanym) délenim, nemuseli jsme
posledni dv¢ vlastnosti ovéfovat.

M=P(A), A={1,2,3}, X«xY=XNY, X, Y€EPA)
- Uzavienost:
(VX,YEP(A) XNYeP(A) —plati.
- Pro libovolné mnoziny X, Y, Z € P(A) plati asociativnost a komutativnost praniku, tj.
XNny)ynz=xnnz, XNY=ynx
- Neutralni prvek:
(FE€eP(A) (VXePA) XNE=X
E = A je neutralnim prvkem v P(A).
- Inverzni prvky:
(VXEPMA)(@XEPA) XNX=A
- napt. pro X = {1} neexistuje inverzni prvek, tudiz P(A) neni s inverznimi prvky.
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- Kraceni:
VX, Y, ZePA) XNZ=YNZ=>X=Y
- neplati napf. pro X ={1,2}, Y=A, Z={1}, nebot XN Z=Y N Z = Z, pfitom
ale X # Y. Tedy P(A) neni s kracenim.
- Déleni:
(VX,YEPA)(FZePA) XNZ=Y
- neplati napt. pro X = {1}, Y = A, takze P(A) neni s (jednozna¢nym) délenim.

-(VXeP(A) XN @ =0, coz znamena, ze P je agresivnim prvkem v P(A).
Tedy (P(A), N) je komutativni monoid s agresivnim prvkem.

d M=Q, x*xy=2x+2y-5

- Uzavienost:
(VX y€eQ) x*yeQ
Jsou-li X, y € Q libovolné, pak 2x, 2y € Q, a tudiz také 2x + 2y — 5 € Q. Tedy mno-
zina Q je uzaviena vzhledem k operaci ,,**.

- Asociativnost:
(VX Yy,2€Q) (x*y)*xz=xx*(y*2)
L=(X*y)*xz=(2x+2y-5)*xz=2(2x+2y-5)+22-5=4x+4y+22-15
P=x*(y*z)=x*x(2y+22-5)=2x+2(2y +2z-5)-5=2x+4y+4z-15

-napt. prox =1, y=-1,z=0je L # P (L =-15, P = -17), tj. (Q, *) neni
asociativni.

- Komutativnost:
(VX yEQ) x*y=y=*X
X*y=2X+2y—5=2y+2x-5=yxXx, tedy (Q, *) je komutativni.
- Neutralni prvek:
FeeQ)(VxeQ) x*xe=x
2X+2e—-5=X
2e=5-X
e:5;x
- tedy (Q, *) nema neutralni prvek, a tudiZz neni ani strukturou s inverznimi

prvky.

- Kracenti:
(VX Y, ZEQ) X*x2=y*xZ=X=Y
X*¥Z=Yy*xZ=2X+27-5=2y+27-5= 2x =2y = x =y, takze (Q, *) je struk-
tura s kracenim.

- Déleni:
(VX yEQ) (F2€Q) xx2=y
2Xx+22-5=y
22=y—-2X+5

—-2x+5
Z=y

, 1. (Q, *) je struktura s (jednozna¢nym) délenim.

Tedy (Q, *) je komutativni kvazigrupa.

Piiklad 1. 1. 10:

Necht G = {S, P, L, Z} je mnozina, kde prvky mnoziny G jsou povely: S — zlstafte na misté,
P — vpravo v bok, L — vlevo v bok, Z — ¢elem vzad. V mnozin¢ G definujme operaci ,,0
takto: x o y =z, kde z znaci ten povel, jimz miZeme nahradit povely X, y provedené po sob¢.
Utvoite tabulku operace ,,0* a urCete typ struktury (G, o).
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Reseni:

© ‘ SPLZ - G je uzaviena vzhledem k ,,0%.
SISPLZ - (G, o) je komutativni, s neutralnim prvkem S, s inverznimi prvky:
PlPZSL prvek S (Z) je sam k sobé inverzni, prvky P, L jsou navzajem
LILSZP inverzni.
Z|ZLPS

Poznamka:

Da se dokazat, Ze je-li operace ,,0 komutativni, pak plati:

= pro kazdé a € G spliuje uspofadana trojice (a, a, &) asociativnost operace ,,0*;

= jestlize pro kazdé a, b, ¢ € G usporadané trojice (a, b, ¢) a (b, a, ¢) spliiuji asociativ-
nost operace ,,0*, pak také usporadané trojice (a, c, b), (c, b, a), (b, c, a), (c, &, b) spl-
nuji asociativnost operace ,,0°;

= pro kazdé a, b € G splnuje usporadana trojice (a, b, a) asociativnost operace ,,0*;

= jestlize pro kazdé a, b € G uspotradana trojice (a, a, b) splituje asociativnost operace
,,0%, pak také usporadana trojice (b, @, @) spliiuje asociativnost operace ,,0*.

Nemusime tedy v ptipadé asociativnosti ovéfovat 3° defini¢nich vztahii pro prvky P, L, Z, ale
pouze tyto rovnosti:

- (Pol)oZ=Po(LoZ)y=So0Z=PoP =7=Z

- (LoP)oZ=Lo(PoZ)=SoZ=LolL =2Z=Z

- (PoP)oL=Po(PoL)=ZoL=PoS =P=P

- (PoP)oZ=Po(PoZ)=ZoZ=PolL =S=8S

- (LoL)oP=Lo(LoP)=ZoP=LoS =L=L

- (LoL)oZ=Lo(LoZy=ZoZ=LoP =S=S

- (Zo2Z)oP=Zo(ZoP)=SoP=ZoL =P=P

- (ZoZ)yoL=Zo(ZolL)y=SoL=ZoP =L=L.

Tedy struktura (G, o) je komutativni, asociativni, s neutralnim prvkem a s inverznimi prvky,
tj. abelovska grupa.

Priklad 1. 1. 11:
Je dan grupoid (Z", +) a podmnozina H € Z"'. Rozhodnéte, zda (H, +) je podgrupoidem grupo-
idu (Z*, +), je-li:
a) H = Z+ _{1l 2| 4| 5}1
b) H = Z+7{1’ 2; 5; 6}1
¢) H je libovolna, neprazdna kone¢na podmnozina mnoziny Z';
d H={xeZ"3|xv7|x}
Reseni:
Mnozina H musi byt uzaviend vzhledem k operaci ,,+*.
a) H={3,6,7,8,9, 10,...}; seéteme-li libovolné dva prvky z H, dostaneme opét prvek
mnoziny H, tedy (H, +) je podgrupoidem grupoidu (Z*, +).
b) H={3,4,7,8,9,10,...}; protoze 3 € H, ale 3+ 3 =6 & H, neni (H, +) podgrupoidem
grupoidu (Z", +).
c) Je-linapi. H={1, 2,3}, pak 2,3 €H,ale2+3=5¢ H, takze (H, +) neni podgrupo-
idem (Z", +).
d H=4{3,6,7,9, 12, 14, 15, 18, 21,...}; tedy napt. 6, 7 € H, ale 6 + 7 = 13 &€ H, tudiz
(H, +) neni podgrupoidem (Z*, +).
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Priklad 1. 1. 12:
V mnozin¢ G je dana operace ,,-* tabulkou:

-labcd
alacca
bibbca
c|bchba
dliabba

V grupoidu (G, -) pak naleznéte vSechny podgrupoidy, resp. vSechny podpologrupy, resp.
vSechny podgrupy.
Reseni:
= Podgrupoidy:
Existuje celkem patnact neprazdnych podmnozin mnoziny G. Musime zjistit, které
Z nich jsou uzaviené vzhledem k operaci ,,-*.
Dostavame: (GL ) = ({a}1 ')1 (621 ) = ({b}! ')! (G3! ) = ({b’ C}! ')! (G4! ) = ({a! d}! ');
(Gs, 1) =({a b, c}, ), (Gs, ) = (G, ).
= Podpologrupy:
(G1, ), (G, *), (G3, *), (G4, *) (spliuji asociativnost operace ,,“, kdezto (Gs, *), (Gs, *)
nejsou asociativni; napt. (a-b)-c=c-c=b,alea-(b-c)=a-c=c).
= Podgrupy:
(Gy, *), (G2, *), (Gs3, *) ((G4, *) neni podgrupou, protoze nema neutralni prvek, tj. ani in-
verzni prvky).

Priklad 1. 1. 13:
Dokazte, Ze operace ,,®“ a ,,0* definované v mnoziné Zn,, m € Z, m > 1, predpisem:
(VXY €ELy) XOY=XFY, XOT =%y
a) nezavisi na volbé reprezentantt (*); D) jsou asociativni a komutativni.
Reseni:
a) Piedpokladejme, Ze X1 = X5, y; = V5. PakK xg =mQy + r, X =mQy + 1, y3 = mty + s,
Yo=mt;+s,kde0<r,s<m;qyQqyt,tr EZ
Pak plati:
- Xetyr=m(Qr+t) +(r+s), Xo+y>=m(q2 +tp) + (r +5), takze

X1 ty1 =%+ Y2,

- Xayr = m(gtim + g1S + tir) + 1S, XoY2 = m(02tam + 028 + tor) + 1S, takZe
X1Y1 = X2Y2 -

Tedy operace ,,®“ a ,,0 v Zn nezavisi na volbé reprezentanti.
b) (Vx,y,z€ZLy)

- xey)eoz=x+yoz=(Cx+y)+tz=x+WY+2)=x@y+z=
=xe(y o2

- X@®Y=X+Y=Y+X

yox

- (x0Y)0z=xy0z=(xy)z=x(y2)=x0yz=Xx0 (y 02)
- XQYEXYy=YyX=yOox.
Tedy operace ,,®* a ,,0* v Zny jsou asociativni a komutativni.
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3. 1. 2. Priklady k procviceni

Priklad 1. 2. 1:
Je dana mnozina T a piedpis ,,0. Rozhodnéte, zda tento predpis definuje operaci v mnoziné
T, jestlize:

a) T={1,01}, xoy=xy;

2xy? |

b) T:Q, Xoy:m,

c) T=R, xoy=sin(xy—3x);

d) T=R, xoy=cotg (3x + 2y).

Priklad 1. 2. 2:
Necht’ operace ,,*“ je v mnozin€ R definovana takto: X * y = % Najdéte vSechna x € R tak,

ze (X * 1) » (x * 1) = 0,4375.

Piiklad 1. 2. 3:
V mnozin¢ G = {a, b, ¢, d} je dana operace ,,0* tabulkou. Rozhodnéte, zda je grupoid (G, o)
komutativni, resp. asociativni, resp. jestli mé neutralni prvek.

o]abcd
alcaba
blaadb
c|bdbec
dliabcd

Priklad 1. 2. 4:
Je dan grupoid (G, *). Rozhodnéte, zda je tento grupoid komutativni, resp. asociativni, resp.
zda ma neutralni prvek, jestlize:

a) G=R, xxy=(x+Yy)(1+xy)

b) G=7Z, xx*y=|x.

Piiklad 1. 2. 5:
Dokazte, ze dana pologrupa (G, *) ma neutralni prvek. Dale pak naleznéte kazdy prvek z G,
k némuz existuje prvek inverzni, a tento inverzni prvek urcete, jestlize:

a) G=7Z, x*xy=X+y-—Xxy;

b) G = Zg, operace ,,x* je nasobeni zbytkovych tfid podle modulu 6, tj. operace ,,®*.

Priklad 1. 2. 6:
Urcete vlastnosti struktury (M, *) a jeji typ, jestlize:
a) M=N-{0}, x*xy=x7;
b) M=R", xxy=x%
c) M=R", xxy=/xy;
d) M=P(A), A={1,2,3}, X*Y=XUY, X, Y€PA).
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Piiklad 1. 2. 7:

V mnoziné G = {a, b, c}, resp. G = {a, b, ¢, d}, je dana operace ,,0“ tabulkou. Urcete typ
algebraické struktury (G, o), jestlize:

a) b)

oo ocwo|O0
(<P RN <D RN bR < DI I < b]
coTc oo
oo ocolo
oo o o|lo

Priklad 1. 2. 8:
V mnoziné G je dana operace ,,-* tabulkou:

V grupoidu (G, -) pak naleznéte vSechny podgrupoidy, resp. vSechny podpologrupy, resp.
vSechny podgrupy.
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3. 2. Zakladni vlastnosti grup

3. 2. 1. Re$ené piiklady

Priklad 2. 1. 1:
Je dan komutativni grupoid (G, *). Rozhodnéte, zda (G, *) je komutativni grupou, jestlize:
a) G=Q-{0}, xxy=[x-y]
b) G={a+ibvs;a be QA (a®+b?) # 0}, operace ,,* je nasobeni komplexnich &isel.
Reseni:
a) - Asociativnost:
(VX VY, ZEG) (X*y)*z=X*(y*2)
L=(xx*y)*xz=x-y|*xz=|x-y[-z[=|x-y-Z|
P=xx(yxz)=xxly-z|=|x-ly-z|=|x-y-Z
Tedy L = P, takze (G, *) je asociativni.
- Neutralni prvek:
FeeG)(VXEG) x*xe=xX
[X - €| = X, tj. napf. pro X = —10 by mélo platit |-10 - e| = —10. To ovSem nelze, proto
(G, *) nema neutralni prvek, a tudiz neni ani strukturou s inverznimi prvky.
Tedy (G, *) neni grupa, ale pouze komutativni pologrupa.
b) - Nasobeni komplexnich ¢isel je asociativni.

- Neutralni prvek:

FeeG)(VXEG) x*xe=xX

- oznaéme: e =k + ilvV5

(@a+ibvs)-(k+ilv5) =a+ibyVs

(ak —5bl) +iv5(al + bk) = a + ibvs

(ak—5bl=anal+bk=b)=(k=1A1=0)

Tedy e =1+i-0- V5= 1 je neutralnim prvkem v (G, *).
- Inverzni prvky:

(VXeEG)(Ix€El) xxx=¢e

- oznalme: X = p +iqQv5

(a+ibvs)-(p +iqvs) = 1

T=p+igys = 1 _a-ibV5 _ a -b

a+ibV5 a?+5b%2 a2+5b%2 a2+ 5b2
tj. (G, *) je s inverznimi prvKy.

iV5 € G, (a2 + b® £ 0),

Tedy (G, *) je komutativni grupa.

Piiklad 2. 1. 2:

Napiste multiplikativni tabulku grupy (G, ), kde G = {e, f, g}, kdyz vite, ze e - f = g.

Reseni:

Nejprve doplnime prvek e - f = g. Neutralnim prvkem pak mize byt
jeding prvek g, tj. vyplnime tteti fadek a tieti sloupec tabulky. Dale
musi byt e - e = f (v kazdém tadku a v kazdém sloupci tabulky musi byt
kazdy prvek prave jednou), potom ze stejného divodu je f- e =g,
anakonecf-f=e.
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Priklad 2. 1. 3(*):
Rozhodnéte, zda je (M(Z), +) grupa, popiipadé jestli je tato grupa komutativni.
Poznamka:
Symbolem Mp(T) oznacujeme mnozinu vSech ¢tvercovych matic fadu n nad oborem integrity,
resp. polem T.
Reseni:
- Souctem dvou matic z My(Z) je opét matice z My(Z), tedy M2(Z) je uzaviena vzhledem
Kk operaci ,,+.
- Scitani matic je asociativni a komutativni, protoze je asociativni a komutativni s¢itani
celych Cisel.

- Neutralnim prvkem je nulova matice (8 g)
a b

- Ke kazdému prvku existuje inverzni prvek, k matici (c d) je to matice (:(cl :Z)

Tedy (M2(Z), +) je komutativni grupa.

Priklad 2. 1. 4:
Rozhodnéte, zda (G, -) je grupa, kde G = {A € Mp(Z); det A=1v det A=-1}.
Reseni:
- Soucinem dvou ¢tvercovych matic fadu n s celo€iselnymi prvky je opét ¢tvercova ma-
tice fadu n s celoCiselnymi prvky.
Plati: det (A - B) =det A - det B
- je-lidetA=1,detB=1 pakdet(A-B)=1
- je-lidet A=1, det B =-1 (nebo naopak), je det (A-B) =-1
- je-lidet A=-1,detB=-1, pak det (A -B) = 1.
Tedy mnozina G je uzaviend vzhledem k operaci ,,-.

- Nasobeni matic je asociativni, neni obecné komutativni.

- Neuralnim prvkem je jednotkova matice E = ((1) (1))

- Protoze det A # 0, kde A € M(Z) libovolna, je matice A regularni, proto K ni existuje
matice inverzni a plati:

A7l = ﬁ - A", kde A" je adjungovana matice k matici A (A" ma také celo&iselné

prvky); A- A"l =E, det A1 = ﬁ (tj. det A= =1 v det A=t = —1). To znamena4, Ze

(G, ) je strukturou s inverznimi prvKy.
Tedy (G, -) je (nekomutativni) grupa.

Piiklad 2. 1. 5:

Definujme zobrazeni fi : R — {0, 1} — R—-{0, 1} proi=1, 2, 3, 4, 5, 6 takto:

() =%, B(X) =2, B0 = 1-x%, fuo(x) = ==, f5() ===, fo(x) = —.

Dokazte, ze pak mnozina G = {fy, f,, f3, f4, f5, fs} Spolu s operaci skladani zobrazeni je neko-
mutativni grupa.

Iéeienz': ° f]_ f2 f3 f4 f5 f6
Sestavime Cayleyho tabulku: fo| fofo fg fa f5 fo
Protoze skladani zobrazeni je fol fafifs fo f3 4
asociativni, z tabulky je hned fa|fs fo f f5 f4 1
ziejmé, e (G, ©) je (nekomu- fo| T4 f5 fo f1 fo f3
tativni) grupa. fs | f5 fa fo f3 fo f1

fo| fo f3 fs f2 f1 f5



Priklad 2. 1. 6:
Necht (G, o) je grupa, p € G pevny prvek. V mnozin¢ G definujme operaci ,,** takto:
(VX,y€EG) xX*y=xopoy.
Rozhodnéte, zda (G, *) je grupa.
Resent:

- Uzavfenost:

(VX,y€G) x*y=xopoye€ G- plati, nebot’ (G, o) je grupa.

- Asociativnost:

(VX Y, 2EG) (Xx*xy)*xz=Xx*(y*2)
L=(xx*xy)*z=(Xopoy)xz=(Xopoy)opoz=Xxopoyopoz
P=xx(yxz)=x*(yopoz)=xopo(yopoz)=xopoyopoz

Tedy L = P, takze (G, *) je asociativni.

- Neutralni prvek:
(3e€B)(VXxeG) xxe=ex*Xx=X (neutralni prvek grupy (G, o) ozna¢me n)

X*€e=X ex X=X

Xopoe=X eopox=x

XOXopoe=XxoX eopoxox=xoXx (xjeinverzni prvek k X v (G, 0))
nopoe=n eopon=n

poe=n eop=n

popoe=pon eopop=nop (pjeinverzni prvek k pv (G, o))
noe=p eon=p

e:ﬁ e:ﬁ

Tedy neutralnim prvkem v (G, *) je p.
- Inverzni prvky:
(VXeG)(AYEQG) x*xy=y*x=¢

X*y=p y*X=p
Xopoy=p yopox=p
XOXopoy=xop yopoxox=pox
nopoy=xop yopon=pox
poy=xop yop=pox
popoy=poxop yopop=poxop
noy=poxop yon=poxop
y=poxop y=poxop

Tedy (G, *) je strukturou s inverznimi prvky.
Struktura (G, ) je grupa.

Priklad 2. 1. 7:

V grupé (]R*, -) naleznéte vSechny prvky konecného fadu a urcete jejich tad.

Reseni:

Rad prvku v grupé — viz definice 2. 3.

Cislo 1 je jednotkovy prvek grupy (R, -), o(1) = 1. Dale o(~1) = 2, nebot’ (-1)? = 1; ostatni
¢isla jsou nekoneéného tadu, nebot’ zadna jejich mocnina n € Z* neni rovna 1.

Priklad 2. 1. 8:

Zjistéte, zda (H, o) je podgrupou grupy (G, o), jestlize:
a) H =7, (G, 0) = (Za, @);
b) H=1Z;-{0}, (G, o) =(Zs, ®);
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C) H= {1! _1}! (G, O) = (]R! +)1
d H={1,-1}, (G, o)=(R, ).
Reseni:
a) (Z,, ®) neni podgrupou grupy (Zs, ®), protoze Z, neni podmnozinou mnoziny Zg.
b) Mnozina Zs — {0} = {1, 2} neni uzavfena vzhledem k operaci ,,®“ (1 ® 2 = 0), tedy
(Z3 — {0}, @) neni ani algebraickou strukturou.

c) Stejny pripad jako b), nebot’ mnozina {1, —1} neni uzaviena vzhledem k operaci ,,+*
(napt. 1 +1=2).

d) Cayleyho tabulka:

1 1 - {1, -1} je podmnozinou mnoziny R
111 1 - ({1,-1}, ») je asociativni (dédi¢na vlastnost).
111 1 - Z Cayleyho tabulky je pak ziejmé, ze ({1, -1}, -) je grupa.

Priklad 2. 1. 9:
a) Zjistéte, zda (H, -) je podgrupou grupy (K, -), jestlize H={x € K; x"=1,n € Z'}.
b) Necht (G, -) je komutativni grupa, necht H = {x € G; x* = 1}. Dokazte, ze (H, -) je
podgrupou grupy (G, ).
c) Je dana grupa (Q, +). Rozhodnéte, zda (H, +) je podgrupou grupy (Q, +), je-li
H={;€QakezZk=0}
Reseni:
a) - Uzavienost:
(VvX,yeH) x-yeH
Jsou-li x, y € H libovolné, pak x"=1,y" =1, atedy (x-y)"=x"-y"=1.1=1. To
znamena, ze X - y € H, neboli mnozina H je uzaviena vzhledem k operaci ,,-*.
- Asociativnost, komutativnost — plati (dédi¢né vlastnosti).

- Neutralni prvek:
Protoze 1 je neutralnim prvkem (K*, +), staCi ovérit, zda 1 € H:
1" =1, tedy 1 je neutrdlnim prvkem také v (H, -).
- Inverzni prvky:
(VxeEH)@x'eH) x-x'=1
Je-lix € H, pak x € K, atedy existuje x ' € K*; (x )" =x"= (X ' = 1! =1, takze
x1eH.
Tedy (H, -) je grupa, a protoze H € K, je to podgrupa grupy (K, -).

b) -HS G H=0 (1°=1€H).
-(Vx,yEH) x-yteH
Jsou-li x, y € H libovolné, pak x* = 1, y¥* = 1; (x-y ) = x*- (y )2 = x2- () * =
=1.1'=1tj.x-y € H.
Tedy (H, -) je podgrupou grupy (G, ).
c) -HS Q,H+0¢ (0€eH).

Necht , y € H libovolné. Potom x = =, y = 2
2

- & b,k, 1 € Z, k, 1 = 0. Bez 4jmy na

_ pook-l
obecnosti 1ze piedpokladat, ze k > 1. Pak X — y = — boa-b2 =

2k ol T gk 2k’
X—y € H.

Tedy (H, +) je podgrupou grupy (Q, +).

C € Z, tudiz
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Poznamka:

» Priklad a) jsme feSili pouzitim definice 2. 1. a pfi feSeni ptikladt b), ¢) jsme zase
vyuzili vétu 2. 4.;

» v prikladu b) jsme vyuzili §2 na str. 21 a toho, ze struktura (G, -) je komutativni.

Priklad 2. 1. 10(x):

Neche X = {(§ ll’) € My(R); a # 0}.

a) Ukazte, ze (X, -) je grupa.
b) Zjistéte, zda (Y, ) je podgrupa (X, -, jestlize Y = {(§ (1’) € My(R); a # 0}
Reseni:
a) - Uzavfenost:
sa—(a b _(X Y . .
Necht' A = (O 1), B= (0 1) € X libovolné. Pak

A-B:(g I;)(g )1/):(an ayf_b),kdeax;tO(a;tO/\x;tO),proto

A-BeX

- Nésobeni matic je asociativni.

- Neutralnim prvkem je jednotkova matice E = (1 0) € X.

0 1
- Inverzni prvky:
Protoze det A = a # 0, matice jsou regularni a existuje k nim matice inverzni:
1 *

-1 — .
A " deta A

wT_(1 0 s (1 =b\ ,1_(* =%\1 N
(A)—(_b a)’tedyA_(O a),A _<8 1a,aqto,takzeA € X.
Tedy (X, *) je grupa.
by -YS X, Y+0Q (E€Y).
-(VA,BEY) A-BleyY

Necht A= (4 0), B=(* 0) € Y libovolné. Potom

0 1 . 0 la
A-B_lz(a 0)- x 0) = x 0 EY(aiO,thO,prototakéE;tO).
0 1V %o 1/ \o 1 x

Tedy (Y, -) je podgrupa grupy (X, ).

Priklad 2. 1. 11:

V grupé (G, ), kde G = {A € My(R); det A = 0}, urcete fad matice A = (0 _1)-

1 0
Reseni:
Hled4me n € Z" nejmensi takové, 7e A" = E:

~1 ~1 1 _ (1
A:((l)_lo)o’AZ:O((l)_lO).((:l) 10)=(0—1_01)0’ -1 0 1 0
A= 200G )G A= 2D G0 )= 1)E
Tedy o(A) = 4.

Priklad 2. 1. 12:
Naleznéte vSechny podgrupy grupy (Z; X Z4, ®) a uréete fady vSech jejich prvku.
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Reseni:
Z, x Z4 = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (1, 3)}.
Sestavime Cayleyho tabulku pro grupu (Z; X Zs4, ®), ze které urc¢ime jeji podgrupy.

@a @n @z @3 Ln L1 12) 13)

@ @D o2 @3 n @1 §z 13)
b1 [@2)
6z [@3)
B3 @) @1y (@2 (3 @0 (L1 ()
(o) (L) (rz) (13) mm @1 b2 03)
(tr) (Lz) (t3) (1o @y @) 63 60

]
o
[&]]

Ll

(tz) 3 @To) (L1 @z @) oo 61

(13) (Lo} (TLI) (12) @3 @m @1 62

Podgrupy:
Podle Lagrangeovy véty mize mit grupa (Z; X Z4, ®) pouze podgrupy fadu 1, 2, 4
neb08,tedy:__ L L
(Hs, @) = {0, D)}, 8), (Hz @) = ({0, 0), (. 2}, ). (Hs, ®) = ({(0. 0). (7, 0), @),
(Ha @) = ({(0, 0), (1, 2)}, @), (Hs, ®) = ({(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), ®), (He, ®) =
= (Zz X Za, @).
Rady prvkai:
Hledame n € Z* nejmensi takové, ze n X (a, E) = (6, 6), kde (a, B) € Zy X Zy:
©.0). 7id
0.2), (1,0), (
(0, 1), (0, 3), (

2)...¥ad 2;

1,2).
1,1), (1, 3)...Fad 4.

Piiklad 2. 1. 13:

V grupé (Zs, ®) X (Zs, ®) urcete podgrupu ([M], @) generovanou mnozinou:

M={(2,4), (6,4)}

Reseni:

Podgrupa ([M], ®) musi obsahovat neutralni prvek grupy (Zs, ®) x (Zs, ®), tj. prvek (0, 0).
Dale pfidavame postupné prvky z mnoziny Zg X Zg tak, abychom obdrzeli grupu (viz
véta 2. 7.):

2,4 ®(2,4)=(40)

(6, 4) @ (6, 4) = (4, 0)

(2, 4) ® (6, 4) = (0, 0), tj. prvky (2, 4), (6, 4) jsou navzajem inverzni
(4, 0) ® (4, 0) = (0, 0), tj. prvek (4, 0) je sam k sob& inverzni

(4,0) @ (2, 4) = (6, 4)
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- EDeEH=CD
Protoze struktura (Zs, ®) X (Zs, ®) je komutativni, sta¢i uvazovat pouze tyto moznosti. Tedy

(IM], ®) = ({(0, 0), (4, 0), (2, 4), (6, )}, @) = ([(2, ], ®) = ([(6, 4)], ®).

Priklad 2. 1. 14:
V mnoziné G = {1, 2, 3,..., 12} je definovana operace ,,®* takto:
X@Yy=X+y,prox+y<12;
X@Yy=Xx+y—-12,prox+y>12.
Dokazte, ze (G, @) je komutativni grupa. Vypiste vSechny jeji podgrupy a nakreslete Hassetv
diagram uspofadané mnoziny (., €), kde . zna¢i mnozinu vSech podgrup grupy (G, ®).
Dale naleznéte v grupé (G, @) podgrupu ([M], @), jestlize:

a) M={3, 6} b) M={4} c) M={1}.

Reseni:
= Sestavime Cayleyho tabulku:

o 1 2 3 4 5 f 7 3 o 1 11 12

4 5 f 7 8 0 10 11 12 1 2 3 4
5 f 7 8 9 1 11 12 1 2 3 4 5
f 7 3 0 10 11 12 1 2 3 4 5 il
7 8 o 10 11 12 1 2 3 4 5 f 7
1 g 10 11 12 1 2 3 4 5 il 7 &

10 11 12 1 2 3 4 5 il 7 3 g 10

11 12 1 2 3 4 5 f 7 3 o 10 11

12 1 2 3 4 5 f 7 3 o 1 11 12

Protoze operace ,,®“ je asociativni, z Cayleyho tabulky je ziejmé, ze (G, @) je
komutativni grupa.

= Podgrupy:
(Hy, @) = ({12}, @), (H2, ®) = ({12, 6}, @), (Hs, @) = ({12, 4, 8}, @), (H4, ®) =
=({12, 3,6, 9}, ®), (Hs, ®) = ({12, 2, 4, 6, 8, 10}, @), (He, ®) = (G, ®@).
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= Hassetv diagram:

H, H,

H,

» Pfi hledani ([M], ®) vyuzivame definici 2. 4.:
a) ([M], ®) = ([3, 6], ®) = (Hs, @),
b) ([M]. ®) = ([4], ®) = (Hs, ®),
c) (IM], ®) = ([1], ®) = (He, ®).

3. 2. 2. Priklady k procviceni

Priklad 2. 2. 1:

Je dan komutativni grupoid (G, *). Rozhodnéte, zda (G, *) je komutativni grupou, jestlize:
a) G=Q", operace,,** je nasobeni racionalnich &isel.
b) G={a+bi;a, b €Z}, operace ,,** je s¢itani komplexnich ¢isel.

Piiklad 2. 2. 2:
Necht’ A je libovolna pevna mnozina. Dokazte, ze potom (P(A), +) je komutativni grupa.

Priklad 2. 2. 3:
Rozhodnéte, zda je dana struktura grupa.
a) (Ma(K), +);
b) (Mn(R), -);
c) (G, ), kde G ={A € My(Q); det A = 0}.

Priklad 2. 2. 4:

Zjistéte, zda (H, o) je podgrupou grupy (G, o), jestlize:
a) H=N, (G, o)=(Z, +);
b) H=Q", (G, 0)=(Q, +);
C) H= Q+’ (G1 O) = (Q 7{0}! )

Piiklad 2. 2. 5:
Zjistste, zda (H, -) je podgrupou grupy (K, ), jestlize:
a) H={xeK; x| =1}
b) H={x € K";xje realné &islo nebo X je ryze imaginarni &islo}.

Priklad 2. 2. 6:
Necht (G, -) je komutativni grupa, necht H={a € G; (3 n € Z") a" = 1}. Dokazte, ze (H, -) je
podgrupou grupy (G, ).
Priklad 2. 2. 7:
Urcete fady vSech prvki v grupé (G, o), jestlize:
a) G=PM), M={1,2}, AcB=A~+B, A BePM);
b) (G, 0)=(Zs, ®).
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3. 3. Cyklické grupy

3. 3. 1. Resené priklady

Piiklad 3. 1. 1:
Naleznéte vSechny generatory grupy:
a) (Zs, ®);
b) (Zis, ®),
C) (Zis, ®).
Resent:
Pro kazdé m € Z, m > 1: (Zn, ®) = [1] = [k x 1] = [k], pravé kdyz nsd(k, m) = 1 (vyuZivame
vétu 3. 11.)
a) nsdk,6)=1<=k=1,5
(Ze, ®) = [1] = [5].
b) nsd(k,13)=1<k=1,2,3,4,...,12
(Z13, @) = [1] = [2] = [3] = [4] =...= [12].
c) nsd(k,18)=1<k=1,5,7,11, 13,17
(Z1s, ®) = [1] = [5] = [7] = [11] = [13] = [17].
Piiklad 3. 1. 2:
Jsou déany grupy:
) G=({xeQ@x=3"ke1});
b) G=({x€Qx=5kem}).
Urcete vSechny generatory téchto grup.
Reseni:
a) G=[3]=[;]
b) G=[;1=[2]

Poznamka:
Vyuzivame vétu 3. 3., vétu 3. 4.

Priklad 3. 1. 3:
V grupéch (R, +), (R", -) uréete podgrupu H generovanou prvkem 3/3.

Reseni:
s (R +):H=[V3]=({xeR; x=k- V3, k€ Z} +);
» (R, ):H=[V3]=(xe R x=(V3)" kez} ).

Priklad 3. 1. 4:
Urcete pocet generatorti cyklické grupy G tadu:
a) 24 b) 81.
Reseni:
Vyuzijeme Eulerovu funkei ¢ (viz poznamka 2) str. 27); dale vyuZijeme toho, Ze plati:
- prom,n € Z", nsd(m, n) =1, je @(m - n) = ¢@(m) - @(n).
) G=(Z, ®),24=2"-3,0(24)=p2°-3)=¢(2%) - p(3)=(2°-2% - (3-1) =8.
Tedy grupa G ma 8 generatord.
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b) G = (Zg, ®), 81 =3 ¢(81) = (3% = 3" — 3° = 54, tj. grupa G m4 54 generétord.

Priklad 3. 1. 5:
V dané grup¢ (Zm, ®) vypiste vSechny jeji podgrupy a nakreslete Hasseliv diagram uspota-
dané mnoziny (.7, €), kde ./ zna¢i mnozinu v8ech podgrup grupy (Zm, ®). Pfitom dana
grupa je:
a) (Zs, ®) b) (Z, @) C) (Zz, ®).
Reseni:
Viechny podgrupy grupy (Zm, ®) jsou tvofeny mnozinou {[d x 1]; d € Z*, d | m}.
a) m=3:d|3=d=1,3
Podgrupy:
Hi=[1x 1] =[1] = (Zs, ®), H2 = [3 x 1] = [0] = ({0}, ®).
Hassetv diagram:
i,

HZ

b) m=12: d|12<d=1,2,3,4,6,12
Podgrupy:

Hs=[3 x 1] = [3] = ({0, 3, 6, 9}, ®), H4 = [4 x 1] = [4] = {0, 4, 8}, ®),

Hs = [6 x 1] = [6] = ({0, 6}, ®), Hs = [12 x 1] = [0] = ({0}, ®).
Hassetv diagram:

c) m=21:d|21=d=1,3,7,21
Podgrupy:

Hs =[7 x 1]1=[7] = {0, 7, 14}, ®), Ha = [21 x 1] = [0] = ({0}, ®).
Hasseliv diagram:

Pozndamka: Vyuzivame vétu 3. 12.
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Piiklad 3. 1. 6:
V grupé (Z16, ®) naleznéte podgrupu [M], jestlize:

a) M=¢ by M={3} c) M={6} d) M={4,8}.
Reseni:
m=16: d|16<=d=1,2,4,8,16
Podgrupy:

Hi=[1] = (Z1, ®), H2 = [2] = {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14}, @), Hs = [4] = ({0, 4, 8, 12}, @),
H, = [8] = ({0, 8}, ®), Hs = ({0}, ®).

a) [M]=[9]=Hs,

b) [M]=[3]=Hy,

c) [M]= [§]f Ha,

d) [M] = [4, 8] = Hs.

Piiklad 3. 1. 7:
Je dana mnozina komplexnich ¢isel M = {1, -1, i, —i}. Ovéite, ze struktura (M, -), kde operace
., je nasobeni komplexnich ¢isel, je grupa. Déle urcete podgrupy [A], jestlize:

a) A={1} by A={-1} c) A={i} d) A={}.
Reseni:
= Sestavime Cayleyho tabulku:
11 ' _? - Protoze nasobeni komplexnich Cisel je asociativni,
Lp1-1 - z tabulky je zfejmé, ze (M, -) je grupa.
-1|-1 14 i
i1 -i-11
— - i 141
= a) [Al=[1]=({1},)
b) [A]=[-1]= ({1, -1}, ),
c),d) [Al=[]=[-]=(M,>).

Piiklad 3. 1. 8:

V grupé (K, +) urete podgrupu A generovanou prvkem a = \/2—5 +i—.
l?eiem’.‘

Réad prvku v grupé je fad cyklické podgrupy generované danym prvkem. Ur¢ime tedy fad
prvku a:

- a= 2+, a0 = (vZ+iv) a'= 18 = (V2 iv2) & =i
a’ =-(vz-iW2),a"= 1.

Tedy A=[a] = ({a, a° &% a* a° &% a’, a® =1}, -).

NS

Priklad 3. 1. 9(*):

Dokazte, ze grupa vsech feSeni rovnice x*-1=0 spolu s operaci nasobeni komplexnich Cisel
je podgrupou grupy vsech feSeni rovnice x® — 1 =0. Urdete fady vSech prvka téchto grup. Jsou
to cyklické grupy? Jestlize ano, najdéte vSechny generatory obou grup.

Resent:

Oznatme: A= ({x € K;x*~1=0},-),B=({x e K; x*~1=0}, ).
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v . 1
Kofeny rovnice XX —-1=0: X1 =1, %X = - +

. . 3 . V3 1, .3
Korenyrovmcexe—lzo:X1:1,X2=— I = X3 = - —I?,X4——1,X5—E+I7,
1 .43
Xe==—i—.
2 2

Cayleyho tabulka pro (B, -):

X1 X2 X3 X4 X5 Xe
X1| X1 Xo X3 X4 X5 Xg
Xo| X2 X3 X1 Xg Xq4 Xs
X3| X3 X1 X2 X5 Xe X4
Xa| Xq4 X X5 X1 X3 X2
Xs| Xs X4 Xg X3 X2 X1
X6 | X X5 X4 X2 X1 X3

- Ztabulky je ziejmé, Ze (A, ) je podgrupou (fadu 3) grupy
(B, ), ktera je tadu 6.

Rady prvku:
0(x1) = 1 (x1 je neutralni prvek),
- 0(Xe) =2 (x2 =x1),
- 0(X2) =0(X3) =3 (x2 = X3, X3 = X1} X2 = X, X3 = X1),
- 0(Xs) = 0(Xe) = 6 (x2 = Xo, X2 = X4, X& = X3, X2 = Xe, X& = X1; X% = X3, x3 = X,
Xg = Xo, Xg = Xs, Xg = X]_).

Na zékladé radt prvka pak dostavame:
- A=[xg] = [xs],
- B =[xs] =[]

Piiklad 3. 1. 10:

Necht ¢: K — K, ¥: K — K jsou zobrazeni definované predpisem:
(Vx € K) @(x) =4x, P(x) =2—4x.

Oznaéme:

_o® _1 1 1/)(X) -1 1 —
Oveite, ze A = ({fy, fa, f3, fa, f5, fe} ) kde operace »° je skladam zobrazeni, je grupa,
naleznéte vSechny jeji podgrupy a nakreslete pro n¢ Hassetiv diagram. Dale zjistéte, zda grupa

A a jeji podgrupy jsou cyklické. Pokud ano, najdéte vSechny jejich generatory.

Reseni:
= Sestavime Cayleyho tabulku (stejna jako v piikladé 2. 1. 5), z niz je ziejmé, ze A je
grupa.
° fi fo f3 f4 f5 fo
fo| fo fo fa fa 5 fo
fo| fo fy f5 fg f3 14
fa| fafe fy f5 4 12
fo | fy f5 g 1 T f3
fs | fs f4 f2 f3 6 f1
fo | fo fs f4 £, f1 f5
= Podgrupy:
Hl = ({f1}1°)’ H2 = ({fl! f2}1°)’ H3 = ({fl! f3}1°)1 H4 = ({fl’ f4}1°)1 H5 = ({flv f51 fﬁ}io)!
He = A
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= Hasselv diagram:

= Zda grupa A a jeji podgrupy jsou cyklické, zjistime tak, Ze ur¢ime fady vSech prvki

grupy A:
- 0o(fy) =1 (f; je neutralni prvek),

- o) =o(f)=o(f)) =2 (f?=f,i=2,3,4),
- o(fs)=o(fs) =3 (f> =f1,i =5, 6).
Tedy méame:
- Hi=[f], Ho = [f2], Hs = [fs], Ha = [fa], Hs = [fs] = [fe].
- Protoze z4dny prvek grupy A neni fadu 6, grupa A neni cyklicka.

Poznamka:
Da se dokazat, ze plati:
Je-li p prvocislo, pak (Z, , ©) = (Zy_1, ®), atedy (Z, , ®) je cyklicka grupa.

Priklad 3. 1. 11: N N
UrCete vSechny generatory a viechny podgrupy grupy (Zs , ©) a (Z7 , ©).
Reseni:
= Zs ={1,2,3,4}
Plati: (Z,", ©) =[@]=[a*] & nsd(k, |Z,]) =1, @ € Z, .
ProtoZe 1 je neutralni prvek, nemize byt generatorem grupy (Zs , ©), ktera je fadu 4.
Zkusme prvek 2:
- 2'=2,2%=4,2°=3,2" =1, tedy (Zs ,@)—[2]
- nsd(k, 4) =1 & k =1, 3; proto také (Zs , ®) = [2%] = [3].
Podgrupy
tvofeny mnozinou {[a ¢]; d € Z", d déli |Zp 1},
- |z, =4 d|4d=d=1,24
Hy = [27 = [2] = (25, 0), Hz = [2°] = [4] = ({14}, ), Hs = [2'] = [1] =
= ({1} 9).

= 7,={1,2,3,4,5,6}
- 31=3,32=2,3"=6,3"=4,3°= 536—1tedy(Z7,®)—[3]
- nsd(k, 6) =1 & k=1, 5; proto také (Zs , ®) = [3°] = [5].
Podgrupy
|Zp|—6 d|6e<=d=1,23,6
- Hi=[8]=(Z7,0), H, = [3°] = [2] = ({1, 2, 4}, ©), Hs = [3°] = [6] =
= ({1, 6}, 0), H, = [3°] = [1] = {1}, 0).

Poznamka:
Obecné je obtizné urcit generator grupy (Zp , ©).
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Priklad 3. 1. 12(*):

Dokazte, ze (Zs, ®) = (Zp X Z3, ®).

Reseni:

Libovolné k € Z 1ze podle véty o déleni se zbytkem v Z zapsat ve tvaru: k = mq + ky, kde
0<kn<m,meZ", q€ Z. Pro nase udely: k = 6q + ks, k= 29" + ko, k =3q"" + ka.

Definujme zobrazeni @: (Zs, ®) — (Z2 X Z3, ®) predpisem:

(Vke € Zs) ¢(Ke) = (K, ks)
a) Ukazeme, ze @ je bijekce.

- Necht k, | € Z libovolné takové, ze ks = lg. Pak 6 | k — |, tedy 2 | k — | a zaroven
3 | k — 1. Odtud k2 = |2, k3 = |3, takze (kz, k3) = (lz, |3), neboli (p(ke) = (P(IG) To zna-
mena, ze ¢ je zobrazeni.

- @ je zobrazeni celé mnoziny.

- Necht k, | € Z libovolné takové, ze @(ks) = ¢@(lg). Potom (kz, k3) = (l2, I3), takze
ko = I, a zaroven ks = I, tedy 2 | k — | a také 3 | k — I; pfitom nsd(2, 3) = 1. Odtud
dostavame 6 | k — I, neboli ks = lg. To znamena, ze ¢ je injekce.

- Injektivni zobrazeni celé mnoziny musi byt na mnozinu, tedy ¢ je surjekce.

Dohromady ¢ je bijekce.

b) Ukéazeme, Ze ¢ je homomorfismus
Podle definice operace ,,@“ v Zn j& Km @ Im = (K + Dp.
(Vks, I €Ze) ks ® I5) = ((k + 1)) = (K + 1), (K + 1)3) = (ko ® o, ks @ k) =
= (k2, k3) @ (I2, 13) = @(ks) ® @(l) — spInéna podminka homomorfismu.

Tedy ¢ je izomorfismus, tj. (Zs, ®) = (Zy X Z3, ®).

Poznamka:
Pravé dokézané tvrzeni je specidlnim pfipadem tzv. Cinské véty o zbytcich (viz poznamka na
stran¢ 26).

Priklad 3. 1. 13:
Jsou dany grupy: (Zs X Zs, ®), (Zy X Zz X Zs, ®), (Zs X Zsg, ®).
Zjistéte, zda jsou tyto grupy cyklické. V kladném piipadé urcete jejich generatory.
Reseni:
= Protoze nsd(3, 4) = 1, tak podle Cinské véty o zbytcich je (Zz X Zs, ®) = (Z12, ®).
Tedy (Z3 X Zs, ®) je cyklicka grupa.
Generatory ur¢ime dvéma zplsoby:
- (Zy, @) =[1] = [5] =[7] = [11].
Kazdému generatoru grupy (Zi2, ®) piitadime uspotradanou dvojici ze Zz X Za:
1(1,1),5<(2,1),7 < (1,3), 11 < (2, 3).
Tedy (Zs x Zs, ®) = [(1, D] = [(2, D] = [(1, 3)] = [(2, 3)].
- Ur¢ime generatory grupy (Zs, ®) a (Z4, ®). Z nich potom sestavime vSechny
usporadané dvojice, ¢imz ziskame vSechny generatory grupy (Zs X Za, ®).
(2, ©)=[M=12 @ e)=M=B.
Tedy (Zs X Zs, ®) = [(1, )] = [(1, 3)] = [(Z, 1] = [(2, 3)].
= Grupa (Z, x Zz X Zs, ®) je cyklicka, nebot’ nsd(2, 3, 5) = 1, a tudiZ podle Cinské véty
0 ZbthiChje (Zz X 43 X Zs, @) = (Zgo, €|-)).
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Generatory:
- (Zs, @) = [
1 (1,1,
17 & (1, E
(Zp X Z3 X Zs, 69) [
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- (Zo, @) = [1], (Zs, ®) = [1] = [2], (Zs, ®) = [1] = [2] = [3] = [4].
Vytvofime z generatorti téchto grup vSechny usporadané trojice, coz jsou
generatory grupy (Z; X Zs X Zs, ®).
= Protoze nsd(6, 8) =2 > 1, grupy (Zss, ®) a (Zs X Zg, ®) nejsou izomorfni, nebot’ grupa
(Z4s, ®) obsahuje prvek 1 fadu 48, ale grupa (Zs X Zgs, ®) méa viechny prvky nejvyse
fadu nsn(6, 8) = 24.
Opravdu:
(V (@, b) EZs x Zg) 24 x (a,b)=(24 xa,24xb)=(4x (6 xa),3x(8xDh))=
= (4 x 0,3 x0)=(0, 0).

3. 3. 2. Priklady k procviceni

Piiklad 3. 2. 1:

Naleznéte vSechny generatory grupy:
a) (Z7, ®);
b) (Z1s, ®);
C) (Zz, ®).

Piiklad 3. 2. 2:
V dané grupé (Zm, ®) vypiste vSechny jeji podgrupy a nakreslete Hasseliv diagram uspota-
dané mnoziny (., €), kde ./ zna¢i mnozinu vSech podgrup grupy (Zm, ®). Pfitom dana
grupa je:

a) (Zs, ®);

b) (Zzo, ®).

Priklad 3. 2. 3:
Urcete vSechny generatory a vS§echny podgrupy grupy (Z11 , ®).

Priklad 3. 2. 4:

Necht A={1,3,5, 7} S Z,B={1,2,4,5,7, 8} C Z. Zjistéte, zda mnoziny A, B jsou
spolu s operaci ,,0“ cyklické grupy. Pokud ano, naleznéte vSechny generatory obou grup.
Déle urcete vSechny jejich podgrupy a znazornéte je Hasseovym diagramem.

Priklad 3. 2. 5:

Jsou dany grupy (Ze X Z7, ®) a (Zs X Zio, ®). Zjistéte, zda jsou tyto grupy cyklické.
V kladném ptipadé urete jejich generatory.
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3. 4. Rozklady podle podgrupy

3. 4. 1. Re$ené piiklady

Priklad 4. 1. 1(*):
Urcete faktorovou grupu grupy (Z, +) podle podgrupy [k], kde k € N.
Reseni:
Z /Kl ={x + [k]}xez
= k=0:Z/[0]={x + [0]}xez = {x + {0}}xez = {{x}}x ez t- (Z/[0], +) = (Z, +);
" k=LZ/]={x+[1}xez = {x + L}y ez ={Z}, 1. (Z /[1], +) = ({0}, +);
= k#0,k#1 keN:
Ur¢ime tfidy rozkladu:
- x=0:0+[K]={yeZy=kq, qeZ}=[K],
- x=L1+[K={y€Z,y=1+kq,q€Z}

- ;<=k—1: (k=1)+[Kl={yeZy=(k-1)+kq, q € Z}.
Z [Tk ={[K], 1 + [K]...., (k=1) + [K]} 4. (Z /[K], +) = (Z, @).

Piiklad 4. 1. 2(*):
Urcete tiidy rozkladu grupy G podle podgrupy H, jestlize:
a) G=(K,),H=({zeK;J7=1});
b) G=(K',), H=(R",");
C) G= (]R ) ')1 H= ({11 _1}1 ')1
d) G=(K, ), H=(R, +);
e) G=(R",-), H=(R",").
Reseni:
Staci hledat napt. levé tfidy rozkladu, protoze vSechny uvedené struktury jsou komutativni.
Obecné: G/H = {xH}, ¢ ¢ = {xH; x € G} (multiplikativni zapis);
G/H={x + H}, c ¢ = {x + H; x € G} (aditivni zapis).
8) G/H=K'/H={xH},ex:
Ur¢ime ttidy rozkladu (dvojim zplisobem):
- xH={yeG;y=xh,heH}={ye K’; ly|=|xh|, he H} =
={ye K lyl=KXhl,he H} ={y e K; |yl = [x[};
- PlatixH=yH &y xeH e xyeH.
Tedy: xH:yHc>§eH<=>|§|:1<=>|y|:|x|.

b) G/H=K'/R"={xR*},cx
- xR*={yeK:y=xh,heR"}={y e K"; Argy = Arg x};
- x]R%‘“:y[R*(:)%e[R{*(:)y:xh,heR*@Argy:Argx.
©) G/H=R"/{1L-1}={x{l,- Yyer = {{x,- Prer ti. R/ {1,-1}, 1) = (R", ).
d G/ H=K/R={x+R}ex={yeK;y=x+h,heR}={yeK;y—x=h,heR} =
={yeK;y—xeR}={yeK; Imy=Imx} tj. (K/R, +) = (R, +).
) G/H=R/R'={xR*},cp ={y€ER;y=xh,heR}={yeR; 2R}
={yeRsgny=sgnx}, tj. R/ R" ={R", R }.
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Priklad 4. 1. 3:
Urcete faktorovou grupu G/H, jestlize:

a) G=(Zs, @), H=[4]; L
b) G =(Z ®), H=({x € Z12; x =3 X k, k € Z12}, ®);
c) G=([5], +), H = ([20], +).
Resent:
Staci hledat napf. levé tiidy rozkladu, protoze vSechny uvedené struktury jsou komutativni.
a) G =(Zs @), H=[4]=({0, 4, 8,12}, ®);
G/H=T16/[4] = {x ® [4]}zeme6 = {x ©{0,4,8,12}} zc 716-
Pocet rozkladovych tfid, tj. index [G : H] 4 (|G| = [H|-[G : H], kde |G| = 16, |H| = 4).

E:T. I+H_{1,5,9, 13}—H1,
x=2: 2+H={2,6,10, 14} = H,,
x=3: 3+H={3,7,11, 15} = Hs.
Tedy (G/H, ®) = ({H, Hy, Hz, Ha}, @).

b) G=(Zi2, @), H=({x € Z1s; x = 3x k, k € Z2}, ®) = ({0, 3, 6, 9}, ®) = [3];
G/H Z12 /181 = {X @ [3]} e 12 = (X ®{0,3,6,9}} rez12; [G: HI = 3.

€712 —
x=0: 0+H={0,3,6,9}=H,
x=1: 1+H={1,4,7, 10} = Hy,
x=2: 2+H={2,5,8,11} = H,

(G/H ®) = ({H, Hy, Ha}, @).

c) G=([5],+)=({xE€Z; x=5k keZ}, +), H=([20], +) = ({x € Z; x = 201, | € Z}, +);
G/H =[5]/120] = {x + [20]}x 5]
- x+[20]={y€Z;y=x+h he[20]}={yeZ y=5+20l,k | €Z}=
={y€eZy=5k+4l),k | ez}
- prok=0jex=0: 0+ [20]=H,
- prok=1jex=55+[20]={y€Z;y=5+20l1€Z}=Hy,
- prok=2jex=10: 10+ [20] ={y € Z;y =10+ 20l, | € Z} = H,,
- prok=3jex=15: 15+ [20]={y€Z,y=15+20l,1 € Z} = Hs.

Tedy (G/H, +) = ({H, Hy, Hp, H3}, +).

Piiklad 4. 1. 4(*):
Naleznéte vSechny normalni podgrupy multiplikativni grupy Sestych odmocnin z jedné. Dale
urcete vSechny faktorové grupy podle téchto podgrup.
Reseni:
Vyuzijeme piikladu 3. 1. 9; B = ({x € K; x® = 1 = 0}, -) = ({X1, X2, X3, X4, X5, Xe}, *).
Podgrupy: B = [xs] = [Xe], B1 = [x1] = ({x1}, *), B2 = [x2] = [X3] = ({X1, X2, X3}, *),
Bs = [Xa] = ({X1, Xa}, *).

Protoze B je cyklick4, a tudiZ komutativni grupa, jsou vSechny jeji podgrupy normalni.

= B/B={x-B}lep={B},
= B/Bi={x"Bilxep = {x - {Xxi}}xen ={{x}}xen
= B/Br={x-Bylyep = {x - {X1, X0 Xs e e p = {00, X Xab, {Xa, X5, X3}
- B/BgZ
- [B:Bs]=3(B|=6,|Bs| =2),
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- Xp°Bz = x0-{X1, Xa} = {Xa, Xa} = Bg,
- X2:B3 = Xo-{X1, Xa} = {X2, X6},
- X3'B3 = Xa-{Xy, Xa} = {Xs, Xs}.

TEdy B/B;J> = {{Xj_, X4}, {Xz, XG}, {X3, X5}}.

Piiklad 4. 1. 5(x):
Zjistéte, zda H je normalni podgrupou grupy G, jestlize G = ({(

H= ({(é ?) € My(R)}, -). Pokud ano, uréete G/H.

a b

0 1) € Me(R); a0}, ),

Reseni:
Platiit NS G < (VgeG) (VneN) gngt €N.

Musime tedy ovéfit, zda plati: (VA€ G) (VBeEH) A-B-A 1 eH:
1

a=( o= Da=(c )

a
0
aeeat=(e -G D (5 )6 (5 )6 Den
Tedy H 2 G.
* G/H={A-H}seq
- A-H={Y€G;Y=A-B,BeH}={eG;Y=(" b)-(1 ¥)ra#0}=

0 1 0 1
:{YEG;Y=(8 ax1+b)1a¢0}_

Piiklad 4. 1. 6(*):

Necht' G = ({A € M (R); det A = 0}, -), H = ({B € M,(R); det B > 0}, ).

Dokazte, ze G/H je cyklicka grupa fadu 2.

ReSeni:

G/H={A-H}seq

» A-H={YeG;Y=A-B,BeH}={Y€G;detY=detA-detB, BeH}

- je-lidetA>0,pak A-H =H,
- Je-lidetA<O,pakA-H=G-H.

Tedy (G/H, -) = ({H, G- H}, :) = (Z,, ®), coz je cyklicka grupa fadu 2.

Priklad 4. 1. 7:
Necht’ (G, ) je cyklicka grupa fadu 9. Urcete:
a) ftady vSech prvk;
b) podgrupu H fadu 3;
c) [G:H]
d) G/H.
Reseni:
G=[a]=({1,a a%a’ a*a° a% a’, a%, ).
a) Rady prvki uréime dvéma zpisoby:
- Hledame n € Z" nejmensi takové, ze X" = 1, kde x € G:
o(1)=1,0(a) =9 (@’ =1), 0@ =9 ((8%)° = 1), 0(@% =3 ((@%°* = 1), o(a*) = 9
(@)° = 1), 0(@°) = 9 ((2)° = 1), 0(@") = 3 ((2)* = 1), 0o(@") = 9 ((&")" = ),
0(@®) =9 ((a%)° = 1).

70



- nsdk,9)9=1<=k=1,2,4,57,8
G=[a] =[a"] =[a"] = !;as] =[a] = [a").
Tedy o(a) = 0(a®) = o(a”) = 0(a®) = o(a’) = 0(a%) = 9, nebot’ G je fadu 9.
- Podgrupy:
d|9ed=1,3,9
H; =G =[a], H, =[a"] = ({1, &°, a"}, ) = [a°], tedy o(a®) = 0(a®) = 3,
Hs = [a] = [1] = ({1}, *), tedy o(1) = 1.
b) H = Hj (viz a)).
c) |G| =9, |H|=3,tedy [G:H]=3.
d) G/H=[al/[a’] = {x - [a*}xe/a)
- x=1: 1[@%] =[a°] = {1, &%, a°},
- x=a afa’]=a{l,a’ a}={a a’ a’},
- x=a% at[a’]=a*{1, a% a} = {a% a°, a%}.
G/H={{1,a% a%, {a, a* a'}, {a? &, a°}}.

Priklad 4. 1. 8:
Necht (G, *) je grupa, kde G ={a, b, c, d, e, f } a operace ,,- je dana tabulkou:

abcdef

abcdef
baefcd

-~ D O O T Q| -
- DO O O

d
b
f

a

o0 o ®
o Lo T

f a
e f
db
cd
a) Naleznéte vsechny podgrupy grupy G.
b) Urcete, které z nich jsou normalni.
c) Urcete faktorové grupy podle téchto normalnich podgrup.
Resent:
a) Podgrupy:
Hy = (G, ')1 H, = ({a}! ')! Hs = ({a1 b}1 ')! Hq = ({av C}! ')v Hs = ({a! d}! ')’
He =({a, e f}, ).
b) Normalni podgrupy:
H; 2 G, H; 2 G (trivialni podgrupy); He 2 G, nebot’ [G : Hg] =2 (viz véta 4. 11.)
U podgrup Hs, Ha, Hs zjistime, zda se rovnaji rozklady na levé a pravé tiidy:
- Hs: cHz=c{a, b} ={c, f} Hsc={a b}c={c, e},
c:H; # Hzc = H; 1 G.
- Hg bHy=b-{a,c}={b, e}, Hyb={a c}b={b,}
b'H4 * H4b = H, 2 G.
- Hs: e-Hs=e-{a, d} ={e, c}, Hs-e = {a, d}-e = {e, b};
e-Hs #= Hs-e = Hs 1 G.
c) Faktorové grupy:
- G/Hi=G/G={x"G}xec ={GCG},
- G/H=G/{a} ={x-{al}xec = {{x}lxeq:
- G/Hg={Hs, G—Hs} ={{a, e, f} {b, c,d}}.
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Priklad 4. 1. 9:

Necht (G, *) je grupa. Dokazte, Ze prvky, které jsou v grupé G konjugované, maji stejny rad.
Reseni:

Pokud je X ~ V, tj. y = g *xg pro n&jaké g € G, pak také X" ~ y" pro libovolné n € Z*, protoze
y" = g 'xgg *xg...g 'xg = g X"g. Necht’ x € G je prvek fadu n. Tedy n € Z* nejmensi takové,
7e 1l ~x"(X"=g'1g=g'g =1, pro kazdé g € G). Protoze 1 ~ X" a zaroven X" ~ ", je také
1 ~ y" (relace ,,~ je tranzitivni), neboli y" = 1. Kdyby existovalo m € Z*, m < n, takové, ze
y" =1, pak by platilo:

X" ~y"= 3g e G) X" =gy"g=gtlg=glg =1, coz je spor s tim, ze 0(x) = n. Tedy ta-
kové m neexistuje, a proto také o(y) = n.

Priklad 4. 1. 10:
V grupé (Z, +) definujme relaci R takto: (V X,y € Z) xRy & (I k€ Z) x =y + 6k.
Zjistéte, zda R je kongruence v grupé (Z, +). Pokud ano, uréete faktorovou grupu Z /R.
Reseni:
» (VXEZ) x=x+6-0,0€Z,tj. xXRX;
(VX,yEZ) XRy= (I KEZ) x=y+6k=y=x+6(K), Kk €Z, . yRX;
(VX VY,2€Z) XRYAYRz= (T K I€Z) x=y+6kAy=z+6l=x=z+6l+6k=
=z+6(l+k)=z+6t teZtj xRz

Tedy R je ekvivalence.

(VXl, X2, Y1, y2€Z) X1RX2/\y1Ry2=>(E| k, | EZ) X1:X2+6k/\y1:y2+6| =
=X ty1=X+t06k+ty,+6l=x,+y, +6(k+1)=x,+y, + 61, t€EZ =
= (X1 + Y1)R(X2 + Y2), tj. R je kongruence.

" Z/R {DRx}xEZ

ORx = {yeZ YRx}={y € Z;y =x + 6k, k € Z}.
OR0={y e Z;y =6k, k € Z},
OR1={y€eZ,y=1+6k keZ}
OR2={y€eZ;y=2+6k k eZ},
OR3={y€eZ;y=3+6k keZ},
OR4={y€eZ,y=4+6k keZ}
OR5={y€eZ;y=5+6k keZ}.

Tedy Z /R ={0OR0, oR1, 0oR2, OR3, oR4, OR5}.

>

mhoor\n—\o

1
X X X X X

3. 4. 2. Priklady k procviceni

Priklad 4. 2. 1:
Urcete faktorovou grupu G/H, jestlize G = (R, +), H = (Z, +).

Priklad 4. 2. 2:
Urcete faktorovou grupu G/H, jestlize:

a) G=(Zs,®) H=({0, 4}, ®) b) G=(Z +),H=([2], +).
Priklad 4. 2. 3:

Zjistéte, zda H je normalni podgrupou grupy G, jestlize G = ({(

H= ({(g (1)) € M2(R)}, -). Pokud ano, urcete G/H.

a b

o 7)€ Mo(R); & % 0}, ),
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3. 5. Permutacni grupy

3. 5. 1. Re$ené piiklady

Priklad 5. 1. 1:
Ukazte, ze mnozina P = {I1;, I1,, 15, [1, }, kde I1; = (1 g ;’ i), I, = (1 ; i ;L),

_(1234 _(1234\. .. _ . ,
I[1; = (2 13 4), I, = (2 14 3) jsou permutace mnoziny M = {1, 2, 3, 4}, je spolu s operaci

skladani zobrazeni komutativni grupou.
Reseni:
Sestavime Cayleyho tabulku:

IRURIPRICRIP - Protoze skladani zobrazeni je asociativni, je z Cayleyho
I | Ty T T3 11, tabulky ziejmé, ze (P, °) je komutativni grupa.

Iy | Tl Ty I, 115

M3 | I3 Iy Iy TI,

M | Iy I3 I 1T

Piiklad 5. 1. 2:
Vyjadiete permutaci Il ve tvaru soucinu nezavislych cykll, urcete jeji fad, paritu, inverzni
permutaci, jestlize:
1234567
) M=(3756124
12345678
b) H_(46517238
Reseni:
a) - M=(1,3,5)(27,4,06).
- o(TT) = nsn(3, 4) = 12.
- Paritu ur¢ime tfemi zpisoby:
1) MI=(1,5)(1,3)(2,6)(2,4)(2, 7), I je soucinem péti transpozic, tedy licha;
2) pocet inverzi: 13;
3) sgn Il =(-1)" "%, je-li IT cyklus délky k; tedy sgn IT = (-1)*(~1)® = —1.
-t = (G230 0T = (1,5,9)2,6,4,7).
M=(1, 4)-(2, 6):(3,5, 7).
- o(IT) =nsn(2, 2, 3) =6.
- Parita:
1) I=(1,4)(2 6)(3,7)(3,5), IT je soucinem Ctyt transpozic, tedy suda;
2) pocet inverzi: 12;
3) sgn Il =(-1)-(-1)-(-1)*= 1.

_ on-1-(12345678)_ . .
1 (46713258) (1,4):(2,6)(3,7,5).

)557;

)ESg.

b)

Priklad S. 1. 3:

. (1234567
NeChtH'(2457631

a) H999.
b) H5627.

) € S7. Urcete:
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Reseni:
M=(1,2, 4, 7)@3,5,6), takze o(I) = 12, tj. 112 = |, tudiz (1*2)* =1, k € Z.
Pak IT' =M*2a+7 =(M*?)%. 1" =MN",0<r< 12.
a) l-[999 — H12-83+3: H3'
M2 =(1,4)(2,7)(3,6,5),13=(1,7,4,2).
b) [15627 = []12-468 + 11— [11:
N2=m-M=1=nt=n"1= (74,2 1)6,5, 3).

Priklad 5. 1. 4:
Jsou dany permutace A = (1, 3)-(2, 5, 4), B=(1, 3, 5, 2) z grupy Ss. Urcete:
a) Al21.pgse.
b) A'*.B73.
Reseni:
0(A)=6,0(B) =4
a) A121 . BSZ - A6‘20+1 . B4--20+2 =A-. BZ
B%=(1,5)(3,2);
A-B?=(1,2)(3,5,4).
b) A14- . B—3 :A6‘2+2 . (33)—1 - AZ . (B3)—1
A?=(2,4,5),B%*=(1,2,5,3), (B> 1=(3,5,21),
A% - (B3 1 =(2,4)-(5, 1, 3).

Piiklad 5. 1. 5(*):

Urcete, jaky nejvyssi fad mohou mit permutace z grupy Sg a Si4.

Reseni:

Permutace musime rozlozit v soucin nezavislych cykll tak, aby nejmensi spole¢ny nasobek
jejich délek byl co nejvetsi.

V grupé Sg: nsn(3, 5) = 15; v grupé Si4: nsn(3, 4, 7) = 84.

Tedy permutace v grupé Sg mohou byt az fadu 15, v grupé Sg az fadu 84.

Priklad 5. 1. 6:
Urcete cyklickou podgrupu grupy Ss generovanou permutaci:

a) MM=(1,3)(2,5,4);

b) M=(1,4)(@, 05)

c) M=(1,2,3,4).

Reseni:

a) Hledame H = [IT] = ({I, I1, 1%, 13, [1#, T1°}, +), nebot o(I1) = 6.
I=(1,3)(2 5, 4), 12=(2,4,5), 03 =(1, 3), 1* = (2,5, 4), 1° = (1, 3)-(2, 4, 5),
neé =1.

b) o(ll) =2 = H=[I] = ({I, 1}, -).

¢) o(ll)=4=H=[I]=(l, 1,172, 3}, -).
M=(1,23,4),0%2=(1,3)(2,4),13=(1,4,3,2), 1* = I.

Priklad 5. 1. 7:
Reste v Sg rovnici: A- X - B = C. Piitom A = (
Cc=(1,6,4,3)(2,5).

123456)’

ashoe (123456),

265431
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Priklad 5. 1. 8:

Urdete permutaci X = A+ B? - C - A% ajeji fad, jestlize A =(2,3,4), B=(1,3,5,7, 6, 4, 2),
C =(1,7,3,5) jsou cykly z grupy S;.

Reseni:

A?=(2,4,3),B*=(1,5,6,2,3,7,4),

X=A-B?.C-A*=(3,7)(4,5,6),

o(X) =nsn(2, 3) = 6.

Priklad 5. 1. 9:

Urcete tad permutaci:
A=(1,2,4,5)(3,7,8)(6,9),B=(1,2,4,5,3,6,7,9):(3,7,8)(6,2,9) €So.
Reseni:

Permutace A je sou¢inem navzajem nezavislych cykld, tedy o(4) = nsn(4, 3, 2) = 12.
Permutaci B musime nejprve rozlozit v sou¢in nezavislych cykla:
B=(1,9)(2,4,5,7,6,8, 3), takze o(B) = nsn(2, 7) = 14.

Priklad 5. 1. 10:
Dokazte, Ze dand permutace je vzdy suda.
a) I :A10 . Bl3 . C18 . B15-
b) M= (AS . B—17)18 . AlO.
Reseni:
Vyuzijeme toho, Ze sgn (IT") = sgn" I1, a tedy jakakoli permutace umocnénd na sudé &islo je
suda.
a) sgnIl=sgn (A -B3.C18.B15) =sgn A0 . sgn B3 - sgn €8 - sgn B1® =
=1-sgn B3 .1-sgn B =sgn (B3 - B15) =sgn (B?®) = 1.
Tim je tvrzeni dokéazano.
b) T1=(A3-B~17)18. 410 = 454 . B=306 . 410 = 454, (B306)~1. 410
sgn I1 = sgn (4%* - (B3°6)~1. 410) = sgn A>* - sgn (B3°¢)~1.sgn A10 =
=sgn A>* - sgn B3%6 . sgn A% =sgn A%* - 1 - sgn A0 =sgn (45* - A10) =
=sgn A%* = 1.
Pozndamka:
Pouzili jsme definici 5. 2., vétu 5. 6.

Priklad 5. 1. 11:
V grupé Ss najdéte permutaci X takovou, ze (1, 3)-(2,4,5)- X -(1,4) = 1.

Reseni:

Obecné: A-B-X-C=1
B-X-C=A"1
X-C=B71.471
X=B1t.471.c?
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A™1=(,3),B71=(54,2),Ct=(1,4),
X=(5,4,2)(1,3)(1,4=(51,3,42).

Priklad 5. 1. 12:
Urcete podgrupu grupy S4 generovanou mnozinou M = {(1, 2), (1, 4)}.
Reseni:
Nalezneme nejmensi podgrupu grupy S, kterd obsahuje mnozinu M. Kromé identity | a gene-
ratord musime do [M] zahrnout dalsi prvky, abychom obdrzeli grupu:
- (1,2(1,49)=(1,2,4),
- (1,2)-(1,2,4)=(1,4),
- (1,4)(1,2,4)=(4,?2),
- (1,2,4)(1,2,4)=(1,4,2).
Dale uz nemusime skladat, protoze jsme jiz vypsali vSechny moznosti.
Tedy [M] = ({I, (1, 2), (1, 4), (4, 2), (1, 2,4), (1, 4, 2)}, -).
Skute¢né jde o podgrupu v Ss, nebot’ M je uzaviend vzhledem k operaci ,,, neutrdlnim
prvkem je | a ke kazdému prvku existuje prvek inverzni (kazdy z prvka I, (1, 2), (1, 4), (4, 2)
je sam k sob¢ inverzni; prvky (1, 2, 4) a (1, 4, 2) jsou navzajem inverzni).

(13

Piiklad 5. 1. 13:

a) Naleznéte vechny podgrupy grupy Ss.

b) Urcete, které z nich jsou normalni.

c) Urcete faktorové grupy podle téchto normalnich podgrup.
Reseni:

Ss = ({Iy, My, My, Ty, Mg, T}, -), kde I = (1 3 g) I, = (é i ;) I, = (

1= (1 52) 1= (527) M= (373)

Sestavime Cayleyho tabulku, z niz ur¢ime podgrupy.

251)

.| Ty 1, My T, T T,
Iy | Ty T I3 Ty 15 Mg
Iy | Ty T3 Iy Tg Iy Mg
I3 | I3 1y I 5 g I14
My | T T5 I ITy T T3
M5 | 5 g I, I3 T1; 1T
Mg | I I II5 115 T3 114

a) Podgrupy:
H1=Ss, Ho = ({11}, -), Hs = ({13, 14}, ), Ha = ({13, M5}, ), Hs = ({I1y, I}, -),
He = ({I1y, T3, M3}, -).
b) Normalni podgrupy:
H; 2 S3, Hy 2 S3 (trivialni podgrupy), He 2 S3 (nebot’ [S3 : Hg] = 2).
U podgrup Hs, Ha, Hs zjistime, zda se rovnaji rozklady na levé a pravé tiidy:
- Hat Iy - Hg =1y - {Ily, My} = {11, Mg}, Hs- Iy = {3, T} - T, = {I1,, M5 };
I - Hg# Hs- Il = H3 £ Ss.
- Hat Mz Ha =13 - {1y, s} = {13, Tg}, Ha- M3 = {13, s} - I3 = {I13, T, };
H3'H4¢H4'H3=>H4$S3.
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- Hst Iy Hs =1, - {Ily, Mg} = {Ily, M3}, Hs- Iy = {1y, g} - T, = {I1y, [, };
H4'H5¢H5'H4:>H4ﬂ33.
c) Faktorové grupy:
- Sg/H1=S3/ Ss={Il- S3; Il € S5} ={Ss},
- Sg/Hz=Sg/{ll1} ={Il- {Il1}; 1 € S5} ={{I1}; 1 € S5},
- Sa/Hs = {Hs, Ss— He} = {{I1y, IT5, I3}, {4, II5, [Ts}}.

Priklad 5. 1. 14:

Rozhodnéte, zda podgrupa H generovana cyklem A = (1, 2, 3) je normalni podgrupa v Ss.
Resent:

H= [A] = ({I! A, AZ}I ) = ({I! (1! 2, 3)! (1! 3, 2)}! )

HaS, & (VXES)(VYEH) X-Y-X"1eH.

Napft. (1, 2,4)-(1,2,3)-(4,2,1)=(1,3,4) ¢ H, tudizH £ S,.

3. 5. 2. Priklady k procviceni

Priklad S. 2. 1:

Vyjadiete permutaci Il ve tvaru soucinu nezavislych cykll, urcete jeji fad, paritu, inverzni
permutaci, jestlize:

_ (1234567

) M= (5752314

(12345678

b) H_(48135726

)657;
)ESg.

Piiklad 5. 2. 2:

. (1234567
Ne"htn‘(2163547

a) 1-[68 b) H136 C) H1212.

) € S7. Urcete:

Piiklad 5. 2. 3:

Jsou dény permutace A = (1 234 5>, B = (1 2345

23154 11233) €S

a) Zapiste tyto permutace jako soucin navzajem nezavislych cyklu.
b) Urcete permutaci A - B.

¢) Urdete permutaci A*°,

d) Rozlozte permutaci B na soucin transpozic.

Piiklad 5. 2. 4:
Jsou dény permutace 4, B, C € Sy, A = (

C=A-B.
a) Napiste permutace A, B, C jako soucin navzajem nezavislych cykla.
b) Urcete paritu permutaci 4, B, C.
¢) Urete permutaci D = A100 . p100,

Priklad 5. 2. 5:
Necht' D = A7 - B® - A°. Urdete paritu permutace D.

Priklad 5. 2. 6:
Rozhodnéte, zda podgrupa generovana transpozici (1, 2) je normalni podgrupou v Ss.

123456789) B:(123456789)
937814265/ 815263749/
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3. 6. Grupy symetrii

3. 6. 1. Re$ené priklady

Priklad 6. 1. 1:
Sestavte Cayleyho tabulku pro grupu symetrii obdélniku a rozhodnéte, zda je tato grupa ko-
mutativni.

Reseni:

\

D | cC
s
| ©:
|

A ‘ B
01

Vsechny symetrie miizeme popsat pomoci permutaci:

1= (ABCDY 5= (ABCDY o - (ABCDY o _(4BCD)

ABCD CDAB BADC DCBA
Cayleyho tabulka:
° |1 SO0 Protoze tabulka je soumérnd podle hlavni diagondly, je grupa
1|1 S0:0; symetrii obdélniku komutativni.
SIS 10,0
01/0:02 I S
0,/0,0: S |
Poznamka:
1) Grupa symetrii obdélniku je izomorfni s grupou (Z, X Z,, @), ktera se nazyva Klei-
nova Ctyfgrupa.

2) Kazda ctyfprvkova grupa je izomorfni s cyklickou grupou (Z4, ®) nebo s grupou
symetrii obdélniku. (Jde o diisledek Lagrangeovy véty.)

Priklad 6. 1. 2:

Necht' H je podgrupa grupy De, ktera ponechava vrchol ¢islo 2 na misté.
a) Urcete rozklad na levé a pravé tiidy podle podgrupy H.
b) Rozhodnéte, zda H je normalni podgrupou v De.

Reseni:

Ds = ({I, R, R% R%, RY, R®, O, OR, O°R?, OR®, O<R*, O-R%}, ©).
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Jednotlivé symetrie vyjadiime pomoci permutaci:
I:(123456), R—(123456), R2=(123456), R3:(123456),

123456 234561 345612 456123
¢-(123439) w=(123439) o1-0- (121439 omom= (121139)
o=0m= (12145) orm0m'= (123459) opmom=(123439)
o=or=(123439)

Tedy H = ({I, O<R?}, o).

a) Rozklad na levé tfidy: S = {X°H; X € Dg}.
Rozklad na pravé tiidy: S” = {H°X; X € Dg}.
ProtoZe |Dg| = 12, |H| = 2, je [Ds : H] = 6, tj. rozklady S, S'maji est t¥id.
= S
- I*H=H={l, O-R%},
- OcH = 0{l, 0-R*} = {O, R%},
- ReH =Re{l, 0-R?} = {R, O-R},
- R%H =R%{l, 0-R*} = {R?, O-R%},
- R%H =R%{l, 0-R?} = {R*, O-R*},
- R%H =R>{l, 0-R*} = {R°, O-R%}.
Tedy S = {{I, 0-R?}, {O, R*}, {R, OR}, {R®, O-R’}, {R*, O-R*}, {R®, O-R*}}.

ol =H = {l, O-R?},
0 = {l, 0°R?*}-0 = {0, R*},
R ={l, OORZ;OR ={R, O-R%},
{1, 0°R°}R® = {R®, O-R°},
oR® = {I, 0°R*}<R°> = {R®, O-R},
- HeR?={I, 0-R?}R? = {R? O-R*}.
Tedy S = {{I, 0°R?}, {O, R*}, {R, O-R*}, {R®, O-R°}, {R°, O<R}, {R?, O-R*}}.

b) S#S = H $ Ds.

R

R3
R®
R

o

ITITTITXT

Piiklad 6. 1. 3(*):
a) Naleznéte vSechny podgrupy grupy Ds.
b) Urcete, které z nich jsou normalni.
c) Urcete faktorové grupy podle téchto normalnich podgrup.
Reseni:
D3 = ({I, R, R? O, O°R, O<R?}, °)
Cayleyho tabulka:

o I R R O OR OR?
| Il R R* O OR OFR
R R R® | OR O O<R
R | R® | R OR OR* O
O | O OR OR? I R R?
O°R |O°R 0O°R*> O R? | R
O°R*|0°R* O 0OR R R? |
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a) Podgrupy:
Hl = D31 H2 = ({I}) o)’ H3 = ({I) O}) o)’ H4 = ({I’ OOR}) O)! H5 = ({I’ OORZ}’ o),
Hs = {1, R, R%}, °).
b) Normalni podgrupy:
H; 2 D3, Hy 2 Dj (trivialni podgrupy), He < D3 (nebot’ [D3 : Hg] = 2).
= U podgrup Hs, Hy, Hs zjistime, zda se rovnaji rozklady na levé a pravé tiidy:
- Hs: ReH3z=Re{l, O} ={R, OORZ}, HseR = {I, O}R = {R, O°R};
ReH3; # Hz°R = Hs € Da.
- Hg: ReHz =Re{l, O°R} ={R, O}, HsR = {l, O°R}<R = {R, OORZ};
ReH; # Hs°R = Hy € Da.
- Hs: ReHs = Re{l, OR?} = {R, OR}, Hz°R = {I, O°R?}R = {R, O-R%}:
ReHs # H5°R = Hs € Da.
=  Mizeme fesit také tim, ze ovéfime, zda plati:
(WVXED3)(VYEH;) XeYeX"1€EH;,i=3,4,5
- Hz: ReO°R®*=0°R¢&H;= Hz % Ds.
- Hg ReO°RoR?*=0¢°R?¢ Hy = H, % Ds.
- Hs: RoOR*°R*=0 ¢ Hs = Hs % Ds.
c) Faktorové grupy:
- D3/H1 = D3/D3: {X°D3; XE€E D3} = {Dg}.
- D3/H2 = D3/{|} = {X°{|}; XE€E D3} = {{X}, XE€E D3}.
- Ds/Hs = {Hs, Ds— He} = {{I, R, R%}, {O, O<R, O-R*}}.

Piiklad 6. 1. 4:

Zjistéte, zda D4 je podgrupou grupy Dg. V kladném piipadé urcete, zda je normalni pod-
grupou.

Reseni:

Ds = ({I, R, R% R®, R* R®, R®, R, O, O<R, O°R? O-R% O<R* O-R°, O:R®, O-R'}, °), kde R je
rotace o uhel 45°. U grupy D4 je R rotaci o uhel 90°. To znamena, Ze rotace R v grupé D4 od-
povida rotaci R%v gmApé Ds.
TakZe Ds = ({1, R%, R*, R®, O, OcR? 0°R* O<R®}, °), kde R je rotace o uhel 45°, a je tedy pod-
grupou grupy Ds.

Protoze |Dg| = 16, |D4| = 8, je [Ds : D4] = 2, takze D4 S Dg (viz véta 4. 11.).

Piiklad 6. 1. 5(x):
Necht’ Ly, Ls, Lg, L12 @ Log jsou grupy symetrii pravidelnych mnohosténti. Urcete jejich fad.
Reseni:
Uvazujme nejprve dvanactistén, ktery ma dvanact pétiahelnikovych stén. Symetrie musi zob-
razit zvolenou sténu na jednu z dvandcti stén a muze tento pétithelnik otocit ¢i zrcadlit cel-
kem 2-5 = 10 zpusoby (jako fad Ds). L1, ma tedy podle pravidla soucinu stodvacet prvkd, tj.
|L12| = 120.
Analogicky zjistime fady dalSich grup:

= J,0ma20-2:3=120 prvkda, tj. |L20| =120.

» Lgma8-2:3 =48 prvkd, tj. |Lg| = 48; L ma 6-2-4 = 48 prvkau, tj. |Lg| = 48.

» [, ma4-2:3=24prvkd, tj. |L4| = 24.

Poznamka:
Grupy L1z a Ly jsou izomorfni, jelikoz kazdy vrchol dvanactisténu lze ztotoznit se sténou
dvacetisténu (a naopak). Totéz plati pro krychli a osmistén, tj. L = Ls.
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Priklad 6. 1. 6(*):

Dokazte, ze grupa otoceni pravidelného Ctyisténu je izomorfni grupé Ay.

Reseni:

Oznaéme si vrcholy pravidelného Ctyfsténu Cisly 1, 2, 3, 4. Kazdé jeho otoCeni pak mizeme
reprezentovat jako permutaci Cisel jeho vrcholi. Kazdé otoceni je jednozna¢né urceno polo-
hou jedné ze Ctyt stén (Ctyfi moznosti) a jednoho ze tii vrcholl této stény (tfi moznosti). Podle
pravidla soucinu tedy existuje celkem dvanact otoceni pravidelného ¢tyisténu. Osm z téchto
a 240°). Tato otoceni jsou reprezentovana trojcykly (vrchol, jimz prochézi osa, ziistava na
misté). Tti otoceni jsou podle os prochazejicich stiedy protilehlych hran (tj. rotace o 180°), ta
jsou reprezentovana soucinem dvojic transpozic. Posledni otoceni je identita. VSechny tyto
permutace jsou sud¢ a jejich pocet je roven poctu sudych permutaci na ¢tyfprvkové mnozing.
Skladani otoc¢eni odpovida skladani permutaci. Tim je tvrzeni dokdzano.

3. 6. 2. Priklady k procviceni

Piiklad 6. 2. 1:
Sestavte Cayleyho tabulku pro grupu symetrii kosoctverce a rozhodnéte, zda je tato grupa ko-
mutativni.

Priklad 6. 2. 2:
a) Naleznéte vechny podgrupy grupy Dy.
b) Urcete, které z nich jsou normalni.
c) Urcete faktorové grupy podle téchto normalnich podgrup.
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3. 7. Homomorfismy grup

3.7. 1. Re$ené piiklady

Priklad 7. 1. 1:
Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni jsou homomorfismy, resp. izomorfismy grup.
V kladném ptipad¢ uréete Ker ¢ homomorfismu ¢.

a)
b)

c)
d)

p: (R +) — (R, +), (Va€eR) p(@)=a-1;

@: (R® +) = (R% +), (VY (X, X2, X3) € R®) (X1, X2, X3)) = (X1 — X2, X2 — 2X3);

Q. (Z,+) — (Z,*), (Va€eZ) e =a+2 kde operace ,,*“ je definovana takto:
(Vva,beZ) axb=a+b-2;

@: (G X H,A) — (G, %), (V(XVY)eGXxXH) o(xY)) =X kde (G, ), (H, o) jsou
grupy a (G x H, A) jejich direktni soucin.

Reseni:
Nejprve vzdy zapiSeme podminku, kterd musi platit, aby dané zobrazeni bylo homomorfis-

mus.

a)

b)

d)

(Va,beR) ¢@at+h)=q¢@)+qeb)
L=¢p(@a+b)=a+b-1
P=¢p@+¢pb)=a-1+b-1=a+b-2
L # P, tj. ¢ neni homomorfismus.

(¥ (X1, X2, Xa), (Y1, Y2, ¥3) € RY)

O((X1, X2, X3) + (Y1, Y2, ¥3)) = @((X1, X2, X3)) + @((Y1, Y2, ¥3))

L = @((X1, X2, X3) + (Y1, Y2, ¥3)) = @((X1 + Y1, X2 + Y2, X3 +Y3)) =
= (Xp +Y1—Xo— Y2, X2 + Y2 — 2X3— 2Y3)

P = @((X1, X2, X3)) + @((Y1, Y2, ¥3)) = (X1 — X2, X2 — 2X3) + (Y1 — Y2, Y2 — 2¥3) =
= (X1 — X2+ Y1 — Y2, X2 — 2X3 + Yo — 2Y3)

L =P, tj. ¢ je homomorfismus;

Ker ¢ = {(X1, X2, X3) € R @((X1, X2, X3)) = (0, 0)} =

= {(x1, X2, X3) € R®; (X1 — X, X2 — 2%3) = (0, 0)}

- X1 —X=0AX—2%=0= X1 = X2 = 2X3;
Ker ¢ = {(2t, 2t, t); t € R}; ¢ neni izomorfismus, nebot’ Ker ¢ neni jednoprvkova
mnozina.

(Va,beZ) p(atb)=¢p@)*¢b)
L=¢p(a+b)=a+b+2
P=¢p@*+pb)=(@+2)x(b+2)=a+2+b+2-2=a+b+2
L =P, tj. ¢ je homomorfismus;
Uréime neutralni prvek grupy (Z, *):
(3eeZ)(VaeZ) axe=a

ate-2=a,t.e=2
Kero={a€eZ,p@=2}y={acZ,a+2=2}={acZ;a=0}={0}.
Protoze Ker ¢ je jednoprvkova mnozina a ¢ je surjekce, je ¢ izomorfismus.
Poznamka: Vyuzili jsme vétu 7. 1.

(V (X1, ¥2), (X2, ¥2) € G X H) o((x1, Y1) A (X2, ¥2)) = @((x1, y1)) * @((X2, Y2))

@((X1, Y1) A (X2, ¥2)) = @((X1 * X2, Y1 0 ¥2)) = X1 * X2 = @((X1, Y1)) * @((X2, ¥2)), tedy ¢ je
homomorfismus;

Ker ¢ ={(x,y) € G X H; ((x, y)) =ec} ={(x,y) € G x H; x =ec} =
={(ec, ¥) € G X H;y € H}; tj. ¢ neni obecné izomorfismus.
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Priklad 7. 1. 2(*):
a) Dokazte, ze grupa ({1, -1}, -) je homomorfnim obrazem grupy (R, -).
b) Dokazte, ze grupa (A, *), kde A = {z € K; |z| = 1}, je homomorfnim, ale ne izomorfnim
obrazem grupy (R, +).
Resent:
a) Musime nalézt epimorfismus ¢: (R, ) — ({1, -1}, *).
Definujme: (V x € R") ¢(x) =1,
(VXER™) okx)=-1.
Tedy ¢ je surjekce.
Ovéfime, Ze @ je homomorfismus, tj. Ze plati: (V X,y € R) @(X - Y) = @(X) - ¢(y)
- XYER'=X-yER = g(x-y)=1=11=¢(x)- p(y),
- XYER T =x-yER = ¢(x-y) =1=(-1)-(-1) = o(x) - 0(y),
- XER,YyER =x-yER = @(x-y)=-1=1(-1) = p(X) - p(y),
- XERT,)WVERt=x-YyER™ = @(X-y)=-1=(-1)-1=¢(X) - @(y).
Tedy grupa ({1, -1}, +) je homomorfnim obrazem grupy (R, -).
b) Je-liz € A, pak z = cos x + i-sin x = e™*
Definujme ¢: (R, +) — (A, :) pfedpisem: (V X € R) ¢(x) = e™*
Tedy ¢ je surjekce.
Pro kazdé X,y € R je p(x +y) = e!¥+Y) = ¥ . el = o(x) - (), tj. ¢ je homomorfis-
mus.
Tedy grupa (A, -) je homomorfnim obrazem grupy (R, +).
Ker o ={X€R; p(x) =1} ={Xx € R; e®* =1} = {x € R; X = 2km, k € Z}.
Protoze Ker ¢ je vic jak jednoprvkova mnozina, ¢ neni izomorfismus (neni injekce).

Piiklad 7. 1. 3:
Naleznéte vSechny homomorfismy ¢ a urCete Ker ¢, jestlize:
a) @ (Zs, ®) — (Z4, ®);
b) ¢: (Zs, ®) — (27, ®);
C) ¢:(Zs ®) — (Z12, ®).
Reseni:
a) (Zs, ®) = [1]; urtime y @(1) € Z4 takové, 7e 8 X y = 0:
- ¥=0,1. 01(1) =0 = (VX € Zg) 1(X) = p1(X X 1) =X X (1) = X><§ 0,
- Y=1t.a(1) =1 = (VX € Zg) 9o(X) = po(x X 1) = XX<P2(1) XX1=x,
- ?=2tj (pg(l) Zﬁ(VXEZB) q)g(_) XXQDg(l) XX2 2 XX,
- Y=3,1.0s(1) =3 = (VX EZg) @u(x) =% X @s(1)=xx3=3 X x.
- Ker Q1= Zg,
- Ker 921 92(0) = 0, 92(1) = 1, 92(2) = 2, 92(3) = 3, 02(4) = 0, 92(5) = 1,
92(6) = 2, 92(7) = 3; tj. Ker ¢, = {0, 4}; o
- Ker 931 93(0) = 0, 93(1) = 2, 93(2) = 0, pa(3) =2, 93(4) = 0, pa(5) = 2,
93(6) = 0, p3(7) = 2; tj. Ker 93=10,2,4, 6}
- Ker @4 ¢u(0) = 0 94(1) = 3, 9a(2) = 2, 94(3) = 1, pa(4) = 0, 9a(5) = 3,
9a(6) = 2, 9u(7) = 1; tj. Ker @3 = {0, 4}.
Poznamka:
Plati: X x k =xx (K x 1) =xk x T=kx x 1=k x (x x 1) =k X X.
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b) (Zs, ®) = [1]; urtime y = (1) € Z; takové, Ze 6 0:
- ¥=0,t.9(1)=0 = (VX €Zs) @(x) =X X
- Ker ¢ = Zs.

c) (Za,@)—[ll y= <p(1)€le A3xy=0:
- y= Otj (pl(l) 0 = (Vx €Z3) pi(x) = Xx0= 0
- V=44 0(1)=4 = (VXEZ) @o(X) =x X 4=4 XX,
- y=8,1.¢3(1)=8 = (VX € Z3) p3(X)=Xx8=8XxX.
- Ker ¢y =Zs;
- Ker @21 92(0) = 0, @o(1) = 4, 92(2) = 8; tj. Ker ¢, = {0};
- Ker @31 93(0) = 0, p3(1) = 8, ¢3(2) = 4; tj. Ker g3 = {0}.

Priklad 7. 1. 4:
Naleznéte vSechny homomorfismy ¢: (Z, ®) — (Zs, ®).

y

X =
0=0.

Reseni:
(Z, +)—[1] o
P1(1)=0 = (VXEZ) p1(X)=xx p1(1)=xx 0=0,
- 9(1)=1 = (VXEZ) p(X) =x X (1) =xx1=%X
- @3(1)=2 = (VXEZ) p3(X) =X X 2=2 X X,
- @i(1)=3 = (VXEZ) ps(X) =xx3=3 X7,
- ps(1)=4 = (VXEZ) ps(X)=xx4=4 X x.

Priklad 7. 1. 5:

Dokazte:
a) Aut (Zs, ®) = (Zs, ®) (%);
b) Aut(Zs, @) = (Z, ®).
Reseni:

Automorfismu existuje pravé tolik, kolik ma dana cyklickd grupa generatorti; obrazem gene-
ratoru je opét generator.
Q) (2, @) = [1] = [2] = [3] = [#] L
- 9i(1)=1 = (Vx €Zs) p1(x) =x X ¢1(1) =x X 1 =X,
- 9)(1)=2 = (VX EZs) (X)) =X X (1) =X X 2=2 X X,
- @3(1)=3 = (VX EZs) p3(X) =X X 3(1)=x x 3=3 X ¥,
- @i(1)=4 = (VX EZs) pa(X)=x X s(1)=xx 4=4 X X.

Tedy Aut (ZS, (‘B) = ({(,01, 2, P3, (p4}1 O)'
Aby platil dany izomorfismus, musi v grupé Aut (Zs, @) existovat prvek fadu 4.
Neutralnim prvkem je @1, tj. 0(¢1) = 1.
Zkusme ¢:
- 95 = a0 2= (VX € Zs) (92° 92)(X) = 92(2(X)) = 92(2 X X) =
=2 X (2X%Xx)=4 X x = @ix);
- 03 = uc 2= (VX € Zs) (94° 92)(X) = 92(pa(X)) = @o(4 X X) =
=2 X (4 Xx)=3X%Xx=@3(x);
- 93 = 93002 = (VX € Ts) (93° 02)(X) = p2(@3(X)) = 923 X X) =
=2 X (83X x)=x = @i(x).
Tedy @5 = @1, tj. 0(@2) = 4, takze Aut (Zs, ®) = [@2] = (Z4, ®).

84



b) (Zs, ®) = [1] = 3]
- pi(1)=1 = (VX €Zy) ¢i(X) =X,
- (pz(T):§ =>(VEEZ4) (pz@):?)XE.
Tedy Aut (Zs, ®) = ({@1, @2}, °) = (Zz, ®).

Priklad 7. 1. 6:
Naleznéte automorfismus @: (Zig, ®) — (Z10, ®) takovy, ze plati:
8) ¢@)=4;
b) ¢(3)=5.
Reseni:
(T, ©) = (11 = 3] = [71 = 3]
- %Q) =1= (Vx € Zip) pi(x)=x,
- @2(1):§=>(VEEZ]_Q) (pz(_):3><§,
- @3(1):Z =>(VEEZ]_O) (p3(_):7><§,
- (p4(1):9 =>(VEEZ]_0) (p4(_):9><§.

8) ¢1(2) =2, ¢22) = 6, 93(2) =4, 1. » = 5. o
b) ©1(3) =3, 92(3) =9, ©3(3) = 1, p4(3) = 7; tedy takovy automorfismus, aby ¢(3) = 5,
neexistuje.

Piiklad 7. 1. 7:
Necht G = ({X € My(R); det X = 0}, -), H=({B € Mp(R); detB=1 Vv det B=-1}, ).
Dokazte, Ze plati izomorfismus: (G/H, -) = (R", -).
Reseni:
* G/H={X-H}xeq
XH={Y€eG;Y=XB,BeH};
- XH=YH & 2eH o det==1vdeto=1 <
X X X

detYy dety
LS \Y; ° =1 < detY=det X vdetY=—detX.
detX detX

Tedy X-H={Y € G; detY =det X vdetY =-detX}.

= Definujme ¢: G/H — R predpisem: (V X-H € G/H) ¢(X-H) = |det X|.

- Plati:

(V X-H, Y-H € G/H) ¢@(X-H: Y-H) = ¢(X-Y-H) = |det X-Y| = |det X - det Y| =
= |det X| - |det Y| = o (X-H) - ¢(Y-H), tedy ¢ je homomorfismus.

- Ke kazdému X € G existuje a € R" takové, ze a = |det X|. Zaroven ale mame
|det X| = @(X-H), tj. k prvku a € R" existuje X-H € G/H tak, ze a = ¢(X-H). To
znamena, zZe ¢ je zobrazeni na mnozinu. ProtoZe ¢ je zobrazeni celé mnoziny,
je to surjekce.

- Ker ¢ = {X-H € G/H; ¢(X-H) = 1} = {X-H € G/H; |det X|= 1} = {H}; tedy
Ker ¢ je jednoprvkova mnozina, tj. ¢ je injekce.
- Dohromady ¢ je bijekce, tedy izomorfismus.
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Piiklad 7. 1. 8:
Necht' (G, -) je grupa, ¢: G — G zobrazeni uréené predpisem @(X) = x~! pro libovolné
X € G. Dokazte, ze ¢ je izomorfismus, je-li grupa (G, -) je komutativni.
Reseni:
* Necht X, y € G libovolné takové, ze ¢(X) = @(y). Pak x~* = y~1 atedy x =y. To zna-
mena, ze @ je injekce. ProtoZze ¢ je zfejmé surjekce, je to dohromady bijekce.
= Dale musi platit: (V X,y € G) @(X-Y) = @(X) - @(y)
pX-y)=(x-y) t=y 1. x71 (vizvéta2. 1)),
p(x) - o) =x"t-y7".
Je-li (G, -) komutativni, pak y~ 1 - x71 = x71 -y~ atedy @(x - y) = @(X) - @(y).

Piiklad 7. 1. 9(*):

Je dan predpis @: (Z3, ®) — (Ss, +), kde (VX € Z3) ¢(X) = (1, 2)-(3, 4)-(1, 2, 3)*. Rozhodnéte,
zda ¢ korektné zadava zobrazeni a zda se jedna o homomorfismus.

Resent:

Zjistit, zda se jedna o korektné zadané zobrazeni, znamenda dokézat, Ze nezalezi na volb¢ re-
prezentantd téze zbytkové ttidy. Musime tedy zjistit, zda plati rovnost ¢@(x) = ¢(x + 3k), kde
k € Z. Protoze (1, 2, 3) je fadu 3, mame (1, 2)-(3, 4)-(1, 2, 3)* "3 = (1, 2)-(3, 4)-(1, 2, 3)".
Rovnost tedy plati a ptedpis korektné definuje zobrazeni.

Déle ovétime, zda (VX,y € Z3) o(x ®y) = p(x) - 9():

L=px®y)=(1,2)(3 4)(1,23)"=(1, 2)-3, 4)-(1, 2,3 (1, 2, 3

Protoze L # P, ¢ neni homomorfismus.

3. 7. 2. Priklady k procviceni

Piiklad 7. 2. 1:
Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni jsou homomorfismy, resp. izomorfismy grup.
V kladném pfipade urcete Ker ¢ homomorfismu ¢.

a) ¢:(Z,+)—(Z,+), (Va€eZ) ¢(a)=3a;

b) ¢:(K',)— (R, (vzeK) o@ =1+,

0) ¢:(R',) = (R","), (VaeR") p(a)=—

Piiklad 7. 2. 2:

Naleznéte vSechny homomorfismy ¢ a urcete Ker ¢, jestlize:
a) ¢:(Ze, ®) — (Zs, ®);
b) ¢: (Zs, ®) — (Zs, ®).
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3. 8. Konecné grupy
Definice: Necht' p je prvocislo. Grupy fadu p¥, kde k € Z*, se nazyvaji p-grupy.

Véta: Necht' G je konecna abelovska grupa, |G| > 1. Pak G = Zpkl X...X Zpkm, kde pa,..., Pm
1 m

jsou prvoéisla a Ky,..., kn € Z'. Tento rozklad grupy G na soudin netrivialnich cyklickych
p-grup je urcen az na poradi Cinitelll jednoznacné.

Priklad 8. 1:

Popiste vSechny (az na izomorfismus) komutativni grupy o 120 prvcich.

Resent:

Cislo 120 vyjadiime jako sou¢in mocnin prvoéisel (ne nutné riiznych):

120 = 2-2-2:3-5 = 2:2%3.5 = 2°.35,

Dostavame tedy tii grupy: Zo X Zp X Zo X Zz X Zs, Ly X L3 X Ly X Zs, L3 X Zs X Zsg.

Priklad 8. 2:

Kolik existuje (az na izomorfismus) komutativnich grup o 32 prvcich? Urcete je.

Reseni:

32=2°=22=2.2.2=2.2.2.2=2.2.2.2.2 = 22.2° = 2.2%.2%,

Az na izomorfismus tedy existuje sedm komutativnich grup o 32 prvcich:

Lo, Lo X Tag, Lo X Loy X Lg, Lo X Lo X Lo X L, Uy X Lp X Lip X Ty X L, La X Lg, Lo X Ly X Zg.

Naésledujici tabulka obsahuje seznam vSech (az na izomorfismus) nejvyse osmiprvkovych
grup a nékolik obecnych vysledki; p znaci libovolné liché prvocislo.

Grupy s n prvky
YA
2 Z;
3 Z3
4 Ly, Ly X X
5 Zs
6 Zs, S3 = D3
7 Z7
8 | Zg, Zp X Ta, Ty X Ty X Ly, D4, Qg
P Zy
p’ T, Ty X T
2p Lop, Dy
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Poznamka:
Grupa Qs je generovana dvéma prvky a, b takovymi, Ze o(a) = o(b) = 4 a plati:
2 _ 12 ol — had
a”=b* ab =bha’.
Tedy Qs =[a, b; a* =b* =1, a* = b? ab = ba®] = ({1, a, a4 a°, b, ba, ba? ba’}, -). Tato grupa

se nazyva kvaternionova grupa.

Piiklad 8. 3(*):

Zkonstruujte multiplikativni grupu P, ktera je generovana prvky io*, id’, io’, kde i? = -1,
(0)% = (0%)? = (0%)? = 1, 0*0’ = i0* = —0Y0" (v poslednim vztahu lze cykhcky zaméhovat indexy,
aniZ by to mélo vliv na jeho platnost).

Dale naleznéte tad této grupy, tfidy konjugovanych prvki a jejich fady. Srovnejte s grupou Dy
symetrii ¢tverce a ukazte, ze nejsou izomorfni navzdory stejnému fadu grupy.

Poznamka:
Chapejme i0%, i0’, i0* jako abstraktni algebraické objekty, o kterych vime jen to, Ze pro né
plati vztahy uvedené v zadani.
Resent:
Kromé jednotkového prvku 1 a generatort musime do grupy zahrnout také (i0*)? = —1 a in-
verzni prvky ke generatorim, tj. prvky (io/)~* = —io/, kde j = X, y, z.
Tedy P = ({1, +io*, +i0’, +i0’}, +), proto |P| =
Skute¢né jde o grupu:
- P je uzaviena vzhledem k nasobeni (napt. io” - i0” = — i0”, analogicky se ovéii viechny
mozné souciny prvkl z P);
- P obsahuje jednotkovy prvek a ke kazdému prvku prvek inverzni;
- nasobeni je asociativni.
Ttidy konjugovanych prvka, fady prvka:
- Jednotkovy prvek ma vzdy svou vlastni t¥idu, o(1) = 1.
- Prvek —1 ma také svoji tfidu, protoZe i ten komutuje se vSemi prvky grupy, o(-1) = 2
nebot’ (-1)> = 1.
- Lze ovéfit, Ze pro viechna g, h € P je g~*hg = h (resp. —h), tudiz i0” a io’ nemohou byt
konjugované. Naopak i0* ~ —i0* (a podobné y, 7), jelikoZ napt.:
(i0Y)~1(i0")(i0”) = (i0¥) " (~i0?) = (-i0*)(—io?) = —0’0* = —i0”.
Dostavame tedy pét rliznych tifd: {{1}, {-1}, {io*, -0}, {i0’, —i0’}, {io’, —i0’}}.
Rad kazdého z Sesti prvki (+i0') je roven 4, zatimco grupa D; mé jen dva prvky fadu 4 (ro-
tace R (o uhel 90°) a rotace R® (o uhel 270°)). Tedy tyto grupy nemohou byt izomorfni.

Priklad 8. 4:
Jsou déany grupy G = (Z; X Zs, ®) a H = [a, x; a® = x® = 1, ax = x°a]. Ukazte, Ze ackoli maji
stejny pocet prvka kazdého tadu, nejsou izomorfni.

Reseni:
G = (2> x Zs, ®) = ({(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (0, 5), (0, 6), (0, 7), (1, 0), (1, 1),
(1,2),(1,3), (1,4, (1,5), (1, 6), (1, 7} ).
Rady prvki grupy G:
- (0,0)...7ad 1;

- (0,4),(1,0), (I 4)...fad 2;

- (0,2),(0,6),(1,2), (1, 6)...tad 4;

- (0, 1), (0, 3), (0,5), (0, 7), (1, 1), (1, 3), (1, 5), (1, 7)...tad 8.

Tedy G ma jeden prvek fadu 1, tfi prvky fadu 2, ¢tyfi prvky fadu 4 a osm prvku fadu 8.
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H={1,x x4 X3, x5 x°, %8 X', xa, x%a, x%a, x*a, x°a, x%a, x'a, a}, *)
Pro grupu H sestavime Cayleyho tabulku, ze které ur¢ime tady vSech jejich prvkda.

K sestaveni tabulky pouzijeme definujici relace této grupy, tj. napt. mame:
xa X =x-ax-x=x-xa-x¥=x-ax-x=x"-xa-x=x"-ax=x"* - xa= (¥%a=a.

Cayleyho tabulka:

7

1 x ¥ X xX* ¥ ¥ x xa xa x%a xa xa xa x'a a
1] 1 x ¥ ¥ xX* ¥ xX¥ x xa xa xa xa xa xa xa a
x| x ¥ X ¥ ¥ xX¥ ¥ 1 xa xa xaxa xa x¥a a xa
Xl X X x® X X 1 x xa xa xa xfa xXa a xa xa
Cl X x X ¥ ¥ 1 x x xa xa xa x¥a a xa xa xa
L X1 ox ¥ X xa xfa x¥a a xa xa xa xa
Xl X xX® X 1 x ¥ ¥ x* xa x¥a a xa xa xa xa xa
Xl x® X1 x ¥ X ¥ ¥ x¥a a xaxa xa xta xa xta
X' x 1 x ¥ X x X xX¥ a xa xa xa xa xa xfa xa
xa|xa x*a xa a x¥axaxaxta x¥* X 1 ¥ ¥ x x* «x
xa|x’a xa xa xaxfa x*a a xa x x x xX* X 1 xX ¥
¥a|x®a a xa x¥axa xaxa xa 1 xX ¥ x¥ x* x x* ¥
x‘a|x'a xa x®a x¥®a a xa ¥axa x xX* ¥ 1 xXx x x X
xa|x’a xa xaxla xa xa xa a ¥ xX xX* x x¥ xX* 1 ¥
xPa|x®a x®a a xa xa xaxaxa xX* 1 xX ¥ x x x X
xa|x’a x*a xa x®a x*a a xa ¥a x¥* x xX* ¥ 1 x¥ x X
ala xaxaxaxtaxaxfa x¥a x¥X x¥ X x¥* x X ¥ 1
Rady prvki grupy H:
- 1...1ad 1;

- a, x*, x*a...fad 2;

- X2 x8 x%a, x%a.. .rad 4;

- X X3, X, xa, X%a, X°a, x'a...rad 8.
Tedy H ma také jeden prvek fadu 1, tfi prvky fadu 2, ¢tyfi prvky fadu 4 a osm prvki fadu 8.
Z Cayleyho tabulky je ziejmé, ze H neni komutativni; nemtze byt proto izomorfni s komuta-
tivni grupou G.
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3. 9. Vysledky prikladi

3.9. 1. Algebraické struktury s jednou operaci

Priklad 1. 2. 1:
a) Ano, b) ne, c) ano, d) ne.

Priklad 1. 2. 2:
x=0,28

Piiklad 1. 2. 3:
(G, o) je komutativni, neni asociativni, ma neutralni prvek d.

Piiklad 1. 2. 4:
a) Je komutativni, neni asociativni, neutralni prvek je 0.
b) Neni komutativni, je asociativni, nema neutralni prvek.

Priklad 1. 2. 5:
a) Neutralnim prvkem je 0; inverznim prvkem k O (resp. 2) je O (resp. 2), k ostatnim prv-
kiim inverzni prvky neexistuji.
b) Neutralnim prvkem je 1; inverznim prvkem k 1 (resp. 5) je 1 (resp. 5), k ostatnim prv-
kiim inverzni prvky neexistuji.

Priklad 1. 2. 6:
a) Grupoid s neutralnim prvkem 1 a s kracenim.
b) Komutativni kvazigrupa.
¢) Komutativni kvazigrupa.
d) Komutativni pologrupa s neutralnim prvkem @ (komutativni monoid) a S agresivnim
prvkem A.

Piiklad 1. 2. 7:
a) Grupoid s neutralnim prvkem a.
b) Komutativni grupoid s neutralnim prvkem c a s agresivnim prvkem a.

Priklad 1. 2. 8:

Podgrupoidy: ({a}, ')1 ({b}! ')1 ({d}! ')! ({b1 C}1 ')1 ({a! d}! ')v ({a! b, C}! ')! (Gv )
Podpologrupy: ({a}, ')1 ({b}! ')1 ({d}! ')! ({b1 C}1 ')1 ({a! d}! )

Podgrupy: ({a}, -), ({b}, ), ({d}. ), ({b, c}. ).

3. 9. 2. Zakladni vlastnosti grup

Priklad 2. 2. 1:
a) Ano, b) ano.

Priklad 2. 2. 2:
Ano.

Piiklad 2. 2. 3:
a) Ano, komutativni grupa.
b) Ne, je to monoid (neutralnim prvkem je jednotkova matice).
C) Ano, nekomutativni grupa.
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Priklad 2. 2. 4:
a) Ne, (N, +) je komutativni monoid.
b) Ne, (Q*, +) je komutativni pologrupa.
c) Ano.

Priklad 2. 2. 5:
a) Ano, b) ano.

Priklad 2. 2. 6:
Ano.

Priklad 2. 2. 7:
a) o@)=1o0({1})=o({2p) =01, 2h=2.
b) 0(0)=1,0(4)=2,0(2)=0(6) =4,0(1) =0(3) =0(5) =0(7) = 8.

3. 9. 3. Cyklické grupy

P¥iklad 3. 2. 1:
a) (Z7, @)= [T_] = [5_] = [§_] = [Z_] = [§]_= [5]-_
b) (Zw,®)=[1]=[]1=[1=91=[11]=[13].
C) (Zzo, @) =[1]=[3]=[7]=[9]=[11] =[13] =[17] = [19].
P¥iklad 3. 2. 2:
a) Hi=(Zs @), H,=({0},®). S
b) H, = (Zio,_(ﬁ)i‘bi(& 2,_4, 6,..., 28}, @_),l_"gi(& 3,_6, 9,..., 27}, @),
Hz = ({0, 15}, ®), Hs = ({0}, @).
Priklad 3. 2. 3:
(1", @) = [2] = [6] = [7] = [8].

Piiklad 3. 2. 4:
(A o):
neni cyklické (vSechny prvky kromé neutralniho jsou fadu 2_); L
podgrupy: Hi = (A @), H2 = ({1,3}, @), H: = ({1,5},0), Hs = ({1, 7}, 0),
Hs = ({1}, ©).
(B, @):
- je cyklicks, (B, ©) = [2] = [5]; _ o _
podgrupy: H; = (B, ©), Hz = ({1, 4, 7}, ©), Ha = ({1, 8}, ©), Hs = ({1}, @).
Piiklad 3. 2. 5: L L L B L L
(2o % 77, ) = [, D] = [(T, 2] = [T, 3)] = [T, D] = [T, 5)] = [T, §)] =
=[G, DI=1G, 21 =16, 3] =[5, D] =[G, 5] =[(6, 6)];
(Zs X Zi0, ®) neni cyklicka grupa.
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3. 9. 4. Rozklady podle podgrupy

Priklad 4. 2. 1:
G/H=R/Z={x+Z}yer;x+Z={y€ER; y—X€Z}.

Piiklad 4. 2. 2:

a) G/H={{0,4},{1, 5} {2, 6} {3, 7}}
b) G/H={0+[2], 1+[2]}.

Piiklad 4. 2. 3:
H«$G.

3. 9. 5. Permutaéni grupy

Piiklad 5. 2. 1:
a) I=(1,6)(2 7,4)3,5),0(l) = 6, suda, 1~ = (1, 6)-(4, 7, 2)-(3, 5).
b) M=(1,4, 3)(2 8,6, 7), o) = 12, lich4, 1~ = (3, 4, 1)-(7, 6, 8, 2).

Priklad 5. 2. 2:
a) I1°8 =(3,4,6); b) I3 =(3,6,4); c)lt?2=],

Priklad 5. 2. 3:
a) A=(1,2,3)(4,5,B=(1,43,2).
b) A-B=(3,4,5).
c) A5 =(4,5).
d) B=(1,2)(1,3)(1,4).

Priklad S. 2. 4:
a) A=(L 9 5)(2 3, 7)(48,6),B=(18,4,2)-356),C=(L096 258, 3,7).
b) A jesuda, B je licha, C je licha.
¢) D=(1,9,6 48 3,72, 5).

Priklad 5. 2. 5:
Suda.

Priklad 5. 2. 6:
Ne.

3. 9. 6. Grupy symetrii

Priklad 6. 2. 1:
Viz ptiklad 6. 1. 1. (grupa symetrii kosoctverce je izomorfni s grupou symetrii obdélniku).

Priklad 6. 2. 2:

a) Hi=Ds Hy= ({1}, °), Hs= {I, R, R% R}, ©), Hy = ({1, O}, ©), Hs =
He = ({1, O°R?}, °), H7 = ({1, O°R®}, ©), Hg = ({I, R?}, °), Ho = ({I, R
Hio = ({1, R?, O°R, O-R%}, o).

b) Hj_, H2, H3, H8, Hg, HlO-

C) D4/H1 = {D4}, D4/H2 = {{X}, XE€E D4}, D4/H3 = {H3, D4 — Hg},
D./Hs = {{I, R?}, {R, R%}, {O, 0-R?}, {O°R, O°R*}}, Ds/Hg = {Hs, Ds — Ho},
Da/Hio = {H10, D4 — Hio}.

({1, O<R}, °),
2.0, 0°R%}, o),
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3. 9. 7. Homomorfismy grup

Piiklad 7. 2. 1:

a) ¢ je homomorfismus, ale neni izomorfismus (neni surjekce), Ker ¢ = {0};
b) ¢ neni homomorfismus;

c) ¢ je izomorfismus, Ker ¢ = {1}.
Priklad 7. 2. 2:
a) (V X € Zs) (pl(f) =0, (pz(f) =X, (p:g@) =2 X_E;_
Ker @1 = Zg, Ker ¢, = Ker @3 = {0, 3}.
b) (VX €7Zs) ¢1(X) =0, p2(¥) =3 X X, p3(xX) =6 X X;
Ker @1 = Z3, Ker ¢, = Ker ¢3 = {0}.
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